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ОТ АВТОРА 
Построение модели сложной равновесной системы напоминает распутывание де-

тективной загадки: по неполным, часто зашумленным данным нужно достоверно ре-
конструировать происходившие события. И если Шерлок Холмс мог воспользоваться 
лишь лупой да измерительной линейкой, то современные сыщики располагают обшир-
ным арсеналом технических средств. Так и у исследователей сложных равновесных 
систем появились новые орудия, недоступные нашим предшественникам. Важнейшее 
из них – это компьютерно ориентированные методы, изменяющие не просто вычисли-
тельную схему, но саму методологию обработки результатов измерений. В данной мо-
нографии автор постарался показать, сколь кардинально меняются подходы к модели-
рованию равновесных систем благодаря внедрению методов теории анализа данных, 
включая робастное оценивание, перекрестную оценку достоверности и регуляризацию 
некорректно поставленных задач. 

Основное внимание уделено в книге теории и практике моделирования равнове-
сий на поверхности комплексообразующих химически модифицированных кремнезе-
мов (КХМК). Исследование этих процессов – одна из задач нового перспективного на-
учного направления, названного академиком С.В. Волковым «гетерогенной-гетерофаз-
ной координационной химией». Перенос на КХМК методик, традиционных для гомо-
генных систем, потребовал решения многочисленных теоретических, методологиче-
ских и вычислительных проблем. В результате обоснованы способы количественного 
описания протолитических равновесий и равновесий комплексообразования на поверх-
ности КХМК и получен обширный массив данных о константах равновесия реакций с 
участием привитых лигандов. Систематизация и обобщение полученной информации 
позволяет судить об особенностях реакций на поверхности КХМК по сравнению с по-
добными реакциями в растворах. 

Автор надеется, что представленные в книге результаты будут полезны как спе-
циалистам по теории моделирования равновесных систем, так и химикам, изучающим 
процессы на поверхности комплексообразующих кремнеземов. Мне также хотелось бы, 
чтобы новые подходы к построению и доказательству моделей комплексообразования 
шире внедрялись в практику исследований. Надеюсь, помещенное в приложении под-
робное описание программы CLINP 2.1 будет этому способствовать. 

Считаю своим приятным долгом выразить глубокую признательность рецензен-
там проф. В.И. Лебедю, проф. В.А. Тертых, проф. Ю.Я. Фиалкову и проф. В.К. Яци-
мирскому за многостороннюю и обнадеживающую поддержку, ценные советы и по-
мощь. Я глубоко благодарен моему учителю проф. А.А. Бугаевскому, внесшему реша-
ющий вклад в формирование моего научного мировоззрения. Я признателен своему 
другу проф. В.Н. Зайцеву, первым познакомившему меня с миром химически модифи-
цированных кремнеземов, за многолетнее плодотворное сотрудничество. Не могу не 
поблагодарить своих друзей и учеников к.х.н. С.А. Мерного и к.х.н. Д.С. Коняева за 
действенную поддержку в решении проблем, обсуждаемых в монографии. Я высоко 
ценю помощь к.х.н. О.А. Жикола, внимательно прочитавшего рукопись и сделавшего 
множество полезных замечаний. Я искренне признателен всем коллегам по химическо-
му факультету Харьковского университета и вне его, вдохновлявшим и поддерживав-
шим мою работу. Нелишне заметить, что ее успешному выполнению способствовала 
финансовая поддержка Международной Соросовской научно-образовательной про-
граммы (гранты APU 063110, APU 073114, YSU 083061) и международной ассоциации 
ИНТАС (грант 94-252). Я глубоко признателен А.В. Красовицкому, генеральному ди-
ректору издательства «Фолио», за научное сотрудничество и помощь в издании моног-
рафии. 

С благодарностью приму все замечания и отклики. 
 

Ю. Холин
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ВВЕДЕНИЕ 
0.1. Что такое количественный физико-химический анализ? 
Почти каждый химик время от времени сталкивается с необходимостью изучить 

равновесия в растворах, сорбционные или экстракционные равновесия и определить 
стехиометрический состав, физико-химические и термодинамические характеристики 
образующихся комплексов. Как правило, эти сведения интересуют химика не сами по 
себе, а нужны ему для выбора оптимальных условий анализа, маскирования, концент-
рирования или разделения реагентов либо как основа для поиска корреляций «состав – 
устойчивость». Термодинамическими характеристиками исследуемых процессов чаще 
всего выступают константы равновесия. 

Есть два принципиально отличных способа, пригодных для определения состава 
и констант устойчивости комплексов. Один состоит в идентификации всех реагентов, 
присутствующих в исследуемой системе, и определении равновесной концентрации ка-
ждого из них. Для равновесий комплексообразования в растворах классическим приме-
ром такого подхода служит работа Н.Бьеррума, которому удалось по отдельности вы-
делить из равновесной системы каждый из шести комплексов [Cr(SCN)i](3-i)+, i = 1, 
2, ... , 6, и измерить их выход [1]. После этого расчет констант устойчивости не пред-
ставлял каких-либо затруднений. Ученые, применявшие такой подход, в дальнейшем 
вооружились современными физическими методами исследования: ЯМР, масс-спектро-
скопией и др. и смогли идентифицировать многочисленные комплексы в смесях слож-
ного состава [2, 3]. Беда, однако, в том, что далеко не для всякой системы удается 
идентифицировать все реагенты и, тем более, измерить их равновесные концентрации. 
Кроме того, применение сложных в аппаратурном оформлении методов исследования 
требует немалых материальных затрат. Поэтому большее распространение нашел дру-
гой способ определения состава и устойчивости комплексов – количественный физико-
химический анализ (КФХА), сравнительно недорогое и вполне универсальное средство 
исследования. 

Утверждают [4], что физико-химический анализ изобретен Архимедом. В прак-
тику определения стехиометрического состава веществ в равновесных системах этот 
метод внедрен Д.И. Менделеевым. Впоследствии физико-химический анализ получил 
всестороннее развитие в трудах Н.С. Курнакова и его школы. Число сортов и стехиоме-
трический состав реагентов определяют, анализируя некоторое свойство (плотность, 
электропроводность, показатель преломления и др.) равновесной системы в зависимос-
ти от ее начального состава [5]. Раздел физико-химического анализа, в котором одно-
временно со стехиометрическим составом реагентов находят и их термодинамические 
характеристики, получил название количественного физико-химического анализа. Хотя 
применение КФХА началось около 100 лет назад, в отдельную научную дисциплину он 
выделился сравнительно недавно благодаря усилиям Ю.Я. Фиалкова [5, 6]. Большая 
заслуга в становлении метода, его развитии применительно к исследованию комплек-
сообразования в растворах принадлежит украинским химикам – акад. А.К. Бабко, акад. 
К.Б. Яцимирскому, проф. Н.П. Комарю. 

Результат исследования методом КФХА равновесий в растворах, сорбционных и 
экстракционных системах – построение по зависимости «состав – свойство» содержа-
тельной физико-химической модели системы [7], т.е. определение числа сортов, стехи-
ометрического состава, констант усточивости и факторов интенсивности [8] реагентов 
[9]. Первичные данные КФХА – зависимости состав–свойство – можно представить как  
 Alk = ζ(λl, n*k). (0.1) 
где A – измеряемое свойство равновесной системы, k – номер исследуемой смеси, 
1 ≤ k ≤ N, N – число изученных смесей, λ – аналитическая позиция (например, длина 
волны поглощаемого света для метода многоволновой спектрофотометрии), l – номер 
аналитической позиции, 1 ≤ l ≤ Λ, Λ – общее число аналитических позиций (каналов 
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одновременного измерения свойств равновесной системы), n*k – вектор исходных (из-
вестных по условиям смешивания) количеств вещества реагентов в k-й исследуемой 
смеси, ζ – некоторая функция, параметры которой являются подгоночными парамет-
рами модели. 

0.2. Возможности и нерешенные проблемы КФХА 
У читателя могут возникнуть вопросы: достоин ли КФХА того, чтобы вновь и 

вновь обращаться к его основам и вычислительным схемам? И неужели у метода со 
столетней историей остались какие-то неясные аспекты? И на первый, и на второй во-
просы у меня есть только один ответ – ДА!  

Информация, предоставляемая КФХА о составе и устойчивости комплексных со-
единений в различных средах, незаменима. Общую схему применения КФХА для ис-
следования некоторого класса реагентов можно представить следующим образом: 

а) для различных наборов условий (температура, растворитель, вид и концентра-
ция фонового электролита и т.п.) экспериментально получить первичные данные 
КФХА; 

б) для каждого из наборов контролируемых условий определить параметры мо-
дели (0.1), имеющие физический смысл (например, стехиометрический состав, кон-
станты устойчивости и факторы интенсивности комплексов, скажем, молярные коэф-
фициенты поглощения); 

в) провести систематизацию и экспертизу полученных данных, создать и напол-
нить информацией соответствующие базы данных; 

г) на основе содержательного и хемометрического анализа данных выделить важ-
нейшие факторы, влияющие на состав и устойчивость комплексов; построить корреля-
ционные зависимости, позволяющие предсказывать свойства новых объектов. 

О работоспособности этой схемы свидетельствует опыт исследования равновесий 
в растворах. По результатам КФХА в авторитетные справочники (см., например, [10–
12]) вошли значения ~100000 констант устойчивости. Теперь справочные издания до-
полнены базами данных о свойствах веществ и материалов. Так, разработаны базы дан-
ных и информационно-поисковые системы ДИАНИК [13], компьютерная версия Criti-
cal Stability Constants (более 70000 констант устойчивости) [14], база ВИНИТИ «Коор-
динационные соединения и комплексообразование» [15], базы данных по свойствам от-
дельных классов химических соединений [16]. Содержащаяся в справочниках и базах 
информация составляет основу для математического моделирования и оптимизации ус-
ловий разнообразных процессов с участием комплексных соединений. Не менее важно, 
что анализ обширных массивов данных позволил выделить факторы, которые влияют 
на устойчивость комплексов в растворах, и найти корреляционные уравнения, позволя-
ющие предсказывать константы устойчивости [17–21]. Интерпретация этих уравнений 
на основе теоретических моделей [18, 22] позволяет глубже понять свойства координа-
ционных соединений. Требуя значительно меньших затрат ресурсов, чем физические 
методы исследования, КФХА, тем не менее, способен приводить к далеко идущим тео-
ретическим обобщениям и выводам. 

Успехи, достигнутые при исследовании равновесий в растворах, экстракционных 
равновесий, процессов в системах раствор – осадок и т.п. делают перенос описанной 
схемы на новые типы объектов весьма соблазнительным. Вместе с тем, большие воз-
можности КФХА неразрывно связаны с масштабом проблем, возникающих при его ис-
пользовании. 

Рассмотрим характер этих трудностей на примере одного из объектов, перспек-
тивных для изучения методом КФХА, – комплексообразующих химически модифици-
рованных кремнеземов, нового класса материалов с химически измененной природой 
поверхности. КХМК представляют собой аморфные кремнеземы, на поверхности кото-
рых ковалентно закреплены функциональные группы (молекулы, ионы), склонные к 
прочному связыванию ионов водорода и ионов металлов [23–30]: 
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O Si QSiO2 функциональная
группа

ножка

якорь  
 
КХМК привлекают интерес как сорбенты для концентрирования, разделения и 

безреагентного определения ионов металлов, неподвижные фазы для высокоэффектив-
ной жидкостной хроматографии [31–44]; основа для создания гетерогенных металло-
комплексных катализаторов [45–48] и др. Модификацией кремнезема, исследованием 
свойств химически модифицированных кремнеземов и разработкой способов их прак-
тического применения занимаются многочисленные научные коллективы в разных 
странах. На Украине систематическое исследование химически модифицированных 
кремнеземов было начато в Институте физической химии им. Л.В. Писаржевского 
(акад. А.А. Чуйко, проф. И.Е. Неймарк, акад. К.Б. Яцимирский, проф. А.П. Филиппов), 
а в настоящее время прогресс в данной области определяется также успешной работой 
ученых в Институте химии поверхности (проф. В.А. Тертых, проф. Л.А. Белякова), Ки-
евском национальном университете им. Тараса Шевченко (акад. В.В. Скопенко, д.х.н. 
В.Н. Зайцев, д.х.н. А.К. Трофимчук, проф. В.К. Яцимирский, проф. В.В. Сухан, доц. 
В.Л. Бударин, доц. О.А. Запорожец), Физико-химическом институте им. А.В. Богатско-
го (чл.-корр. НАН Украины Г.Л. Камалов) и других научных центрах страны. 

Благодаря многолетней работе отечественных и зарубежных исследователей, 
достигнуты значительные результаты в исследовании условий формирования опреде-
ленных типов топографии и структуры привитого слоя, реакционной способности  реа-
гентов на поверхности кремнезема, механизмов реакций модифицирования поверхно-
сти и сборки на поверхности [23–30, 49–54]. Определенный прогресс достигнут в мо-
делировании свойств КХМК на микроуровне [55–64]. Вместе с тем, полная микроско-
пическая теория, способная количественно прогнозировать свойства КХМК на стадии 
их синтеза, еще не создана. Главная трудность состоит в том, что аддитивные схемы, 
представляющие свойства КХМК как сумму свойств кремнезема-носителя и привитого 
соединения, неприменимы [29]: закрепленные лиганды взаимодействуют с немодифи-
цированными (остаточными) силанольными группами поверхности и друг с другом; 
подвижность лигандов вдоль и по нормали к поверхности ограничена; хемосорбция ио-
нов связана как с химическими взаимодействиями на поверхности КХМК, так и с при-
родой растворителя, величиной электростатического потенциала поверхности, состоя-
нием противоионов в приповерхностном слое и т.д. Перед созданием микроскопичес-
кой теории, призванной предсказывать состав и термодинамическую устойчивость 
комплексов на поверхности КХМК, следует на феноменологическом уровне выявить и 
количественно охарактеризовать факторы, изменяющие комплексообразующие свойст-
ва реагентов при их фиксации на поверхности кремнезема. Роль КФХА в решении этой 
задачи особенно велика по той причине, что закрепленные реагенты гораздо сложнее 
поддаются изучению физическими структурно чувствительными методами, нежели 
«обычные» низкомолекулярные комплексные соединения [27]. 

Потенциал КФХА как мощного инструмента исследования закрепленных лиган-
дов и комплексов остается, однако, нераскрытым, пока в традиционные методики не 
внесены изменения, учитывающие специфику новых объектов исследования. Влекомые 
относительной простотой эксперимента в методе КФХА, возможностью количественно 
оценивать устойчивость закрепленных комплексов, химики стали применять КФХА, не 
дожидаясь решения концептуальных проблем. При этом без ответа оставались принци-
пиальные вопросы. Например, подвергался сомнению сам физический смысл констант 
устойчивости комплексов, закрепленных на поверхности кремнезема [65]. Проблема 
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отнюдь не надуманна. Действительно, химически модифицированные кремнеземы – 
объекты, относящиеся к надмолекулярному (в понимании В.Б. Алесковского [66, 67]) 
уровню организации вещества. Надмолекулы КХМК участвуют в реакциях как целое и, 
следовательно, физический смысл имеют лишь те константы равновесия, которые это 
обстоятельство учитывают. С другой стороны, исследование комплексообразования на 
поверхности модифицированных кремнеземов немыслимо без проведения адсорбцион-
ных экспериментов. А, между тем, современную термодинамическую теорию адсорб-
ции нельзя считать завершенной1, что затрудняет интерпретацию равновесий сорбции 
на поверхности модифицированных кремнеземов. Таким образом, первая группа труд-
ностей, возникающих при распространении КФХА на новый класс объектов, носит 
теоретический характер. Ее решение предусматривает разработку физико-химических 
моделей, специально предназначенных для анализа данных по комплексообразованию 
на поверхности КХМК. 

Пути адаптации КФХА к новой области применения наметили пионерские ра-
боты А.П. Филиппова [68, 69] и Г.В. Кудрявцева [70–72]. За последние полтора деся-
тилетия создан набор физико-химических моделей и накоплен опыт их использования. 
Настоящая монография развивает результаты предыдущего исследования [73] и систе-
матически излагает как термодинамические основы применения КФХА к изучению 
комплексообразующих кремнеземов, так и единую систему содержательных моделей 
для интерпретации первичных данных КФХА. 

С немалыми сложностями связано численное оценивание физико-химических и 
термодинамических параметров закрепленных комплексов – продуктов взаимодейст-
вия привитых групп с компонентами растворов. В ходе наших исследований пришлось 
проанализировать, как получают первичные экспериментальные данные КФХА – зави-
симости состав – свойство (гл. 2). Вследствие химической неоднородности поверхно-
сти КХМК, низкой концентрации привитых реагентов, сравнительно низкой скорости 
достижения сорбционными системами равновесного состояния весьма вероятно засо-
рение экспериментальных данных промахами и систематическими погрешностями [30, 
73]. При этом проведение многочисленных повторных измерений, способных выявить  
промахи, не стало обычной практикой при исследовании КХМК. Имеет место проблем-
ная ситуация: чтобы исследовать факторы, влияющие на состав и устойчивость закреп-
ленных комплексов, мы нуждаемся в надежных оценках физико-химических парамет-
ров и, в то же время, не обладаем информацией, достаточной для исключения прома-
хов из данных, проверки гипотез о распределении экспериментальных погрешностей и 
обоснования статистических процедур проверки адекватности моделей. 

Для разрешения проблемной ситуации необходимо привлечь математические ме-
тоды анализа данных [74–77] и создать способы апостериорной (по результатам экспе-
риментов) диагностики моделей. Разработанные нами приемы анализа первичных дан-
ных КФХА, обеспечивающие максимально достижимую надежность выводов о стехио-
метрическом составе и константах устойчивости закрепленных комплексов, описаны в 
настоящей монографии. 

КХМК – объект не уникальный в том отношении, что аналогичные методические 
трудности возникают при исследовании комплексообразующих свойств любых мало-
доступных или дорогих веществ, таких, скажем, как модифицированные фуллерены, 
высокочистые препараты фульво- и гуминовых кислот или соединения благородных 
металлов. Более того, многолетняя работа по моделированию равновесий в растворах 
привела автора к печальному заключению: даже для вполне традиционных систем ха-
рактерна засоренность массивов данных (не в последнюю очередь по той причине, что 
экспериментаторы редко заботятся о проведении более чем двух, максимум трех, по-
вторных измерений). Слабым утешением служит вывод П. Хьюбера [78], согласно ко-

                                                 
1 Так, дискуссия Ю.А. Кокотова c А.А. Лопаткиным и А.В. Верновым (Журн. физ. химии. 1995. Т. 69. No 12. 
С. 2249-2252; С. 2253-2256) показала, сколь различно понимают эти авторитетные исследователи концептуаль-
ные основы сорбционных экспериментов. 
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торому высокая засоренность присуща не только данным КФХА, но и любым экспери-
ментальным массивам, всегда на 5–10 % состоящим из аномальных выбросов. 

Традиционные вычислительные методы обработки зависимостей состав – свой-
ство не учитывают возможное наличие аномальных выбросов в данных. Плохо приспо-
соблены они и для борьбы с математически некорректной природой [79–83] задачи 
расчета параметров. Следствие некорректности – множественность наборов искомых 
параметров (θ1, …, θz), позволяющих расчетным путем воспроизвести эксперименталь-
ные величины A в пределах погрешности их измерения [83]. Результатом использова-
ния приемов обработки, неадекватных имеющимся данным, стало появление в спра-
вочной литературе недостоверных констант устойчивости. Так, согласно оценке М. Бе-
ка [84], вследствие неправильной идентификации стехиометрического состава комп-
лексов и ошибок при расчете констант устойчивости данные, приводимые в одном из 
лучших справочников [11], на 1/3 недостоверны. 

Таким образом, уже на начальной стадии общей схемы применения КФХА – на 
этапе определения параметров модели – возникают серьезные затруднения. И если пре-
одоление одних трудностей, таких, как согласование структуры модели со спецификой 
объекта исследования и общими принципами термодинамики, имеет значение лишь 
для химии комплексообразующих кремнеземов и родственных разделов физической 
химии поверхности1, то другие проблемы (обработка зашумленных данных, решение 
математически некорректных задач, оценка адекватности и надежности модели и т.п.) 
являются общими для метода КФХА в целом. Поэтому можно ожидать, что наши резу-
льтаты, полученные, преимущественно, при исследовании хемосорбционных равнове-
сий, будут иметь более общий интерес и повысят обоснованность процедур КФХА. 

В схеме использования КФХА обязательна стадия сбора и систематизации его ре-
зультатов. В случае КХМК анализу подлежат, в частности, сведения о стехиометриче-
ском составе и константах устойчивости комплексов, закрепленных на поверхности 
кремнезема, что связано с экспертизой и согласованием информации, полученной из 
различных источников. При этом вновь необходимы методы анализа данных, оцени-
вающие их однородность, выявляющие выпадающие численные оценки свойств мате-
риалов, а также восполняющие имеющиеся пропуски в данных. И, наконец, настает че-
ред регрессионного, корреляционного и кластерного анализа. На основе их применения 
достигается количественное описание и прогнозирование комплекса физико-химиче-
ских и сорбционных свойств КХМК и выбор оптимальных условий использования этих 
материалов. 

В соответствии с описанным пониманием возможностей КФХА и иерархией су-
ществующих проблем и построено изложение в книге. В первой части речь идет о пла-
нировании эксперимента, во второй – о теоретических аспектах моделирования равно-
весий (о выборе такой структуры моделей, которая не противоречит термодинамике и 
достаточно адекватно учитывает особенности исследуемых объектов). Рассмотрены 
модели равновесий в растворах и на поверхности КХМК. В третьей части проанализи-
рован накопленный за последние десятилетия опыт расчета параметров равновесий и 
проверки адекватности моделей,  предложены новые методы анализа данных, решения 
математически некорректных задач и многообразные хемометрические средства, повы-
шающие надежность результатов моделирования. В четвертой части описаны методы, 
которые пришлось разработать для экспертизы и систематизации результатов КФХА. 
Это как формальные математические методы, так и содержательные модели, имеющие 
определенное физико-химическое основание. Наконец, в пятой части монографии 
представлены результаты приложения КФХА к исследованию основных классов 
КХМК – кремнеземам, химически модифицированным аминами, азотсодержащим ге-
тероциклами, кислотами и амфолитами. 
                                                 
1 К числу объектов, на которые распространен КФХА в последнее время, принадлежат природные высокомо-
лекулярные полидисперсные лиганды – гуминовые и фульвокислоты [1–95], синтетические и модифицирован-
ные угли [96, 97], модифицированные фуллерены [98], комплексообразующие волокна [99, 100]; на новый уро-
вень поднялось моделирование свойств комплексообразующих ионитов [101, 102].  
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Из проблем, рассмотренных в книге, наиболее подробно в литературе обсужда-
лись оценка энергетической неоднородности сорбентов и расчет констант устойчиво-
сти комплексов (часть III). Несмотря на многолетние усилия, указанные проблемы не 
получили окончательного разрешения. Автор попытался критически проанализировать 
имеющийся опыт и указать, в чем видит преимущества своих подходов по сравнению с 
ранее известными. В остальных разделах, ссылаясь на основополагающие и пионерс-
кие работы, автор считал целесообразным наиболее подробно изложить собственные 
результаты. 

В книге приведены значения многих констант равновесия. Автор долго не мог ре-
шить, как характеризовать их погрешность: абсолютно точных способов нет, а от при-
вычных индивидуальных доверительных интервалов мало пользы, если по результатам 
измерений совокупно рассчитывали набор параметров. Полагая, что все способы ком-
пактного представления погрешностей дают не более чем их полуколичественную 
оценку, при высоких коэффициентах корреляции параметров автор приводит совмест-
ные 90 %-ные доверительные интервалы Бонферони (например, 15.0±0.3); в большин-
стве случаев погрешность характеризуют средние квадратические (стандартные) откло-
нения, приводимые в скобках после значений параметров (например, 7.67 (0.04)); нако-
нец, в редких случаях точность определения охарактеризована просто числом записан-
ных значащих цифр. 
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ЧАСТЬ I. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ДАННЫЕ КФХА 

Рассмотрена последовательность действий при построении модели системы по зави-
симости «состав – свойство» и сформулированы требования к первичным экспери-
ментальным данным. Особое внимание уделено правильному планированию экспери-
мента. Обсуждены особенности эксперимента по изучению равновесий на поверхно-
сти комплексообразующих кремнеземов с учетом кинетики сорбции, химической неод-
нородности поверхности и многообразия механизмов связывания сорбата. Показано, 
что в дополнение к традиционным методам измерения изотерм адсорбции на поверх-
ности КХМК для получения первичных экспериментальных данных КФХА можно поль-
зоваться методом фронтальной жидкостной хроматографии. 
 

ГЛАВА 1. ОСНОВНЫЕ ЭТАПЫ КФХА 
 

При исследовании конкретной системы задача КФХА – определить число сортов, 
стехиометрический состав и константы устойчивости комплексов. Построение модели 
равновесной системы включает: 

• Получение первичных данных КФХА – планирование [1–5] и выполнение экспе-
римента  по измерению зависимости состав – свойство. 
• Структурную идентификацию модели [6] – задание такого вида функции ζ в урав-
нении (0.1), связывающем начальный состав системы с измеряемыми равновесными 
характеристиками A, что имеющие физический смысл параметры будут подгоноч-
ными. 
• Параметрическую идентификацию модели [1, 7–15] – нахождение неизвестных 

(подгоночных) параметров из условия «наилучшего» описания зависимости (0.1) мо-
делью. 
• Проверку адекватности модели [16] и ее пересмотр в случае неадекватности экс-
перименту. 
• Верификацию модели или дискриминацию нескольких адекватных моделей [17–

19]. Для верификации анализируют независимые экспериментальные данные и прове-
ряют работоспособность модели. При дискриминации из нескольких адекватных мо-
делей на основе общехимических соображений или/и результатов уточняющих экспе-
риментов выбирают одну. 

Каждый из пяти этапов КФХА имеет блочную структуру. При моделировании 
этапы редко проходят последовательно, часто приходится возвращаться к уже прой-
денным блокам, пересматривая модель, план эксперимента или оценку эксперимента-
льных погрешностей. 

Выбор модели и исследование ее достоверности – комплексная  задача, решение 
которой требует на различных этапах привлечения методов химической термодина-
мики, статистической теории планирования эксперимента, теории анализа данных (в 
частности, робастного оценивания), решения математически некорректных задач, ста-
тистических и нестатистических методов проверки адекватности, дискриминации и ве-
рификации моделей. 
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ГЛАВА 2. ПРИНЦИПЫ ПЛАНИРОВАНИЯ  
ЭКСПЕРИМЕНТА 

Выбирая план эксперимента для получения первичных экспериментальных дан-
ных, следует определить диапазоны варьирования концентраций реагентов, методы 
регистрации свойств равновесной системы и аналитические позиции. 

Как правило, план эксперимента выбирают интуитивно, на основе априорных со-
ображений и опыта предыдущих исследований. Иной подход просто невозможен на 
начальной стадии исследований, когда неизвестны ни число сортов, ни стехиометриче-
ский состав, ни константы устойчивости химических форм.  Статистические методы 
планирования оптимальных экспериментов [20] могут быть востребованы лишь на да-
льнейших этапах исследования, когда структура модели определена, а цель работы сос-
тоит лишь в уточнении оценок параметров. Поскольку оптимальное планирование экс-
периментов при известной структуре модели и заданных оценках параметров – опера-
ция вполне рутинная [1, 5], мы считаем возможным на этой проблеме не останавли-
ваться. 

При «интуитивном» планировании экспериментов следует учитывать имеющийся 
в этой области опыт и известные рекомендации [2, 3], позволяющие выбрать подходя-
щий метод исследования и избежать грубых методических ошибок. 

В первую очередь определяют диапазон исследуемых концентраций. Стараются 
подобрать минимально возможные концентрации, при которых константы ЗДМ еще 
поддаются точному определению. Изучая равновесия в растворах, стремятся избежать 
появления в исследуемых системах многоядерных частиц и перехода в микрогетеро-
генную область [3]. Кроме того, распространенный «метод постоянной ионной силы» 
(см. гл. 4.) требует, чтобы концентрация «инертного» сильного электролита в системе 
на порядки превышала концентрации исследуемых реагентов. 

Вместе с тем, допустимые аналитические концентрации ограничены снизу. Рас-
смотрим, следуя [21], простейший случай: в растворе находятся реагенты А, В и С, ме-
жду которыми происходит реакция 
 А + В = С (2.1) 
с константой равновесия β. Экспериментально задают общие (начальные) концентра-
ции t(А) и t(В) и измеряют равновесную концентрацию [A]. Известны относительные 
погрешности задания общих концентраций δ(А), δ(В) и измерения равновесной концен-
трации δ([A]). Ставится вопрос: при каких условиях константа устойчивости β опреде-
ляется с наименьшей погрешностью? 

Пусть ξ – координата реакции (2.1), 
 ξ = t(A) - [A].  (2.2) 
Тогда равновесная концентрация [C] = t(A) - [A] = ξ, а константа устойчивости 

 
ξ}-)({ξ}-){

ξβ
Btt(A ×

= .  (2.3) 

Пользуясь правилом переноса погрешностей, для относительной погрешности констан-
ты β получили выражение [21]: 
 δ(β) = δ(ξ) + δ([A]) + δ(ξ)⋅ξ/(t(B)-ξ) + δ(B)⋅t(B)/(t(B)-ξ), (2.4) 
где δ(ξ) – относительная погрешность координаты реакции, находимая из (2.2) по пра-
вилу переноса погрешностей: 
 δ(ξ) = [A]⋅δ([A])/(t(A)-[A]) + t(A)⋅δ(A) /(t(A)-[A]).  (2.5) 

Из формулы (2.5) следует, что δ(ξ) стремится к своей нижней границе δ(А) при 
[A] → 0, а из выражения (2.4) вытекает, что δ(β) → min при t(B)/t(A) → ∝ и t(B) → ∝. 
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Эти условия недостижимы, но, учитывая, что при t(B)/t(A) > 10 и t(B) > 10/β погреш-
ность δ(β) почти не меняется, оптимальными условиями определения β считают [21] 
t(B)/t(A) ≈ 10 и t(B) ≈ 10/β, приемлемыми –  
 t(B) ≈1/β, t(B) ≈ t(A).  (2.6) 

Пренебрежение полученными соотношениями ведет к неоптимальному планиро-
ванию эксперимента и снижает точность определения параметров равновесий. Ниже 
приведены два характерных примера. 

Проблеме рН-метрического определения констант протолитических кислот и ос-
нований средней силы посвящена работа [1]. При рН-метрическом исследовании про-
тонизации анионов кислот средней силы равновесная концентрация молекул кислоты1 
в разбавленных растворах мала, из-за чего константа протонизации не поддается точ-
ному расчету. В соответствии с рекомендациями [1], нужно повысить концентрацию С, 
добавив в систему сильную кислоту (иными словами, повысить t(A) и [A]). Выполнение 
этой рекомендации не приводит, однако к успеху. Действительно, согласно (2.4), (2.5), 
чем меньше разность t(A) и [A], тем больше погрешность β. К такому же выводу можно 
прийти и качественно: при больших t(A)  практически все ионы водорода получаются 
из сильной кислоты, а координата реакции (2.2) – малая разность двух близких ве-
личин – определяется с большой погрешностью. 

В работе [23] как о важном успехе математического моделирования сообщается о 
точном определении третьей и четвертой ступенчатых констант диссоциации винной 
кислоты Н4Т (рКа3 = 11.30±0.02, рКа4 = 14.80±0.10) при рН-метрическом титровании 
щелочью раствора Н4Т с концентрацией 0.002 моль/л (титрование проводилось до 
рН ≤ 11.6, погрешность измерения рН ±0.025). Значения рК, особенно рКа4, кажутся 
неправдоподобными. Убедимся, что выбранные метод исследования и план экспери-
мента не обеспечивают сколько-нибудь точного определения Ка4. 

По условиям приготовления растворов в каждой точке кривой титрования из-
вестны начальные концентрации реагентов HT3- и OH- (В и А в прежних обозначениях), 
измеряются равновесные концентрации [OH-] = [A] = 10pH-lg Kw (отличием коэффициен-
тов активности от 1 пренебрегаем). В сильно щелочном растворе винной кислоты про-
исходит реакция 
 HT3- + OH- = T4- + H2O, (2.7) 
концентрационная константа равновесия которой 

 β = Ka4 / Kw = 
][OH][HT

][T
3

4

−−

−

⋅
, (2.8) 

где Кw = 10-14 – ионное произведение воды. Учитывая, что рКа4 ≈ 14.8, lg Kw = -14.0, 
β ≈ 10-0.8 = 0.16, из условий (2.6) получаем оценки приемлемых концентраций:  
t(OH-) ≈ t(HT3-) ≈ 1 / 0.16 = 6 моль/л. Использованные в работе [23] концентрации на 
три порядка ниже, в силу чего никакие математические методы не способны предос-
тавить надежную оценку Ка4. 

К полученному выводу можно прийти и иначе. Максимальное достигнутое зна-
чение рН = 11.6, что соответствует [OH-] = 1011.6-14 = 0.004 моль/л. При [НТ3-] = 0.002 
моль/л равновесная концентрация 
 [T4-] = β ⋅ [HT3-] ⋅ [OH-] = 0.16⋅0.004⋅0.002 = 1.3⋅10-6  моль/л. (2.9) 

По экспериментальным данным ξ = [T4-] находят как разность t(OH-) и [OH-]. От-
носительное стандартное отклонение концентраций [OH-] (sr) связано со стандартным 
отклонением измеряемых рН (spH = 0.025) соотношением sr = ln 10 ⋅ spH и равняется 
~0.06. Тогда абсолютная погрешность определения величины [OH-] составляет 0.004 × 
× 0.06 ≈ 2⋅10-4 моль/л. Следовательно, даже если t(OH-) известна абсолютно точно, в ус-
ловиях максимального выхода формы Т4- значение  [T4-] находят с ошибкой не менее 
                                                 
1 В прежних обозначениях ионы Н+ – А, анионы кислоты – В, молекулы кислоты – С. 
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2⋅10-4 моль/л, в 150 раз превосходящей саму величину. Как результат, погрешность оп-
ределения рКа4 может превосходить две логарифмические единицы.  

Итак, метод рН-метрии непригоден; определить Ка4 можно, лишь сменив метод 
исследования.  Такая задача решена в работе [24], авторы которой исследовали спект-
ры ЯМР 13С винной кислоты в зависимости от рН растворов. Поскольку атомы углеро-
да карбоксильных групп и метиновые атомы углерода демонстрируют различные сиг-
налы, причем положение сигналов смещается в зависимости от состояния диссоциации 
Н4Т, удалось надежно определить все четыре ступенчатые константы диссоциации: 
рКа1 = 2.75; рКа2 = 4.20; рКа3 = 14.40; рКа4 = 14.90 [24]. 

Можно сделать общий вывод: если равновесная концентрация, входящая в выра-
жение для неизвестной константы равновесия, определяется как малая разность двух 
близких экспериментальных величин, константу равновесия с удовлетворительной точ-
ностью рассчитать не удастся. 

Отслеживание таких малых разностей экономит ресурсы, затрачиваемые на ис-
следование равновесий, и предохраняет от ошибок при расчете констант. Оно необхо-
димо, прежде всего, при первых пробных экспериментах, когда еще есть возможность 
изменить регистрируемое свойство равновесной системы и метод исследования. Выб-
рав методику измерений, устраняющую в экспериментальных данных малые разности, 
мы устраняем наиболее очевидный источник недоброкачественности измерений. Вмес-
те с тем, план выполненного эксперимента по получению зависимости состав – свойст-
во остается заведомо неоптимальным, и, возможно, не все искомые параметры по име-
ющимся данным можно определить достоверно. В силу этого обстоятельства важней-
шей задачей моделирования следует считать не просто построение модели, воспроиз-
водящей результаты измерений, но и ее диагностику. Результатов диагностики должно 
быть три: 1) решение, адекватна модель эксперименту или нет; 2) выбор тех парамет-
ров, значения которых заслуживают доверия, и определение тех, которые, скорее всего, 
недостоверны и 3) выработка рекомендаций по проведению дополнительных экспери-
ментов, способных повысить достоверность ненадежных параметров. 

ГЛАВА 3. ОСОБЕННОСТИ ЭКСПЕРИМЕНТА ПРИ 
ИССЛЕДОВАНИИ ХЕМОСОРБЦИИ НА КХМК 

В эксперименте по получению зависимостей состав – свойство нужно решить, ка-
кие свойства измерять, какие концентрации реагентов использовать и как учесть воз-
можную длительность процессов в сорбционной системе.  

3.1. Выбор концентраций сорбтива 
В простейшей схеме организации эксперимента взаимодействие комплексообра-

зующего кремнезема с низкомолекулярным сорбтивом М изучают, смешивая навески 
сорбента с растворами М разной концентрации и измеряя равновесные концентрации 
M в растворах после сорбции. Для количественного физико-химического анализа необ-
ходимо, чтобы изменение концентрации реагентов за счет процессов комплексообразо-
вания намного превосходило погрешность экспериментального определения начальных 
и равновесных концентраций, а реакция комплексообразования давала высокий выход 
продукта, но не протекала настолько полно, чтобы остаточную (равновесную) концент-
рацию в растворе сорбируемого реагента ([M]) нельзя было бы измерить с высокой то-
чностью1.  

С другой стороны, если оказывается, что во всех изученных смесях равновесная 
концентрация [M] близка к начальной t(M), то в выражении для адсорбции М 

                                                 
1 Заметим, что условие неполноты связывания M отличает методику КФХА от процедур сорбционного кон-
центрирования, преследующих цель возможно более полно извлечь M из растворов. 
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 g(M) = { }
a

Vt ⋅− ]M[)M( , (3.1) 

где t(M) – начальная (общая) концентрация М в растворе, моль/л; a – масса навески 
сорбента, г; V – объем раствора, л, появляются малые разности t(M) – [M]. Тогда значе-
ния g(M) будут содержать недопустимо большие ошибки, и вместо [M] следует опреде-
лять непосредственно g(M). Трудоемкость эксперимента при этом возрастает, посколь-
ку для измерения g(M) необходима десорбция М с дальнейшим измерением его коли-
чества вещества. Может показаться, что теряется и точность измерений: каждая экспе-
риментальная операция приводит к накоплению погрешностей, и относительная ошиб-
ка измерения g(M) вполне может превосходить погрешность измерения [M]. И все же, 
если мы хотим сколько-нибудь точно оценить константу равновесия процесса хемосор-
бции, иного пути нет. 

Оценим пределы варьирования t(M). Пусть количество вещества закрепленных 
групп составляет n(Q) моль, а объем раствора М – V л. Выше указано, что разность 
{t(M) – [M]} не должна быть слишком малой (по сравнению с t(M) и [M]). Это условие 
не будет выполнено, если t(M) намного превосходит отношение n(Q)/V (в этом случае 
участие даже всех привитых групп Q в образовании комплексов MQ не приведет к су-
щественному отличию общей концентрации t(M) от равновесной [M]). Следовательно, 
максимальную общую концентрацию М определяет условие 
 t(M)макс ≤ x⋅{n(Q)/V}, (3.2) 
где x – число порядка единицы. 

Определяя нижнюю границу приемлемых t(M), следует обратиться к возможным 
механизмам связывания М на поверхности КХМК. Сорбция М может вызвана [25, 26]: 
• хемосорбцией за счет образования комплексных соединений с функциональными 

группами Q; 
• адсорбцией за счет взаимодействия M с остаточными силанольными группами на 

поверхности КХМК; 
• физической адсорбцией за счет менее специфичных межмолекулярных взаимодей-

ствий. 
Величина g(M) определяется, в основном, адсорбцией по первому механизму, а 

вклад других факторов на один – три порядка меньше [26, 27]. Поэтому их влиянием, 
как правило, можно пренебречь. Точно так же можно не учитывать осмотическое мем-
бранное равновесие (равновесие Доннана), поскольку КХМК не набухают в раствори-
телях и различием давлений в фазе раствора и в адсорбционном слое можно пренеб-
речь. 

Можно принять, что вклад факторов, отличных от комплексообразования, в ад-
сорбцию М не превышает 10 % от g(М). Количество вещества сорбированного М 
обычно не превосходит n(Q), и, значит, при t(M)мин > 0.1× n(Q)/V связывание M можно 
надежно интерпретировать как результат взаимодействия М с привитыми группами Q. 

Таким образом, для КФХА перспективны изотермы адсорбции, измеренные при 
варьировании t(M) в интервале  
 0.1⋅{n(Q) / V} < t(M) < 2⋅{n(Q) / V}. (3.3) 

3.2. Способы организации эксперимента и кинетика сорбции 
компонентов растворов на поверхности КХМК 

Если образование закрепленных комплексов MmQq не осложнено побочными ре-
акциями, изотермы сорбции обычно получают, задавая t(M), массу навесок КХМК и 
регистрируя [M]. Равновесные содержания М в растворе определяют спектрофотомет-
рически, титриметрически или ионометрически. В ситуациях, когда в системе помимо 
комплексообразования происходят протолитические реакции с участием закрепленных 
лигандов, свойствами, чувствительными к образованию комплексов, будут не только 
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[M] или g(M), но и рН раствора. В таком случае наряду с t(M) следует варьировать и 
начальные концентрации сильной кислоты (щелочи) t(H+) в системе и включать рН в 
набор регистрируемых свойств. Возможные условия организации эксперимента приве-
дены в табл. 3.1. 

 
Таблица 3.1. Возможные условия исследования хемосорбции компонентов растворов 

на поверхности КХМК 
No Постоянные характеристики Варьируемые 

характеристики 
Регистрируемые 

свойства 
1 навески КХМК; объемы растворов t(M) [M] или рМ 
2 навески КХМК; объемы растворов t(M) g(М) 
3 объемы растворов; t(M) навески КХМК [M] или рМ 
4 объемы растворов; t(M) навески КХМК g(М) 
5 навески КХМК; объемы растворов t(M), t(H+) [M] (рМ) и pH 
6 навески КХМК; объемы растворов t(M), t(H+) pH 

 
Выбор того или иного метода регистрации [M], планирование эксперимента свя-

заны со скоростью достижения хемосорбционной системой стационарного состояния. 
Типичные примеры зависимости от времени концентраций сорбируемых компонентов 
приведены на рис. 3.1. Время установления потенциала стеклянного электрода с водо-
родной функцией составляет около 1–3 мин, а металлоселективных электродов – до 1 
мин, что делает ионометрию удобным методом исследования. 

0 200 600 800 1000
3.5
4.5
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6.5

7.5

6
5
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2
1pH, pCu

400
τ, с  

Рис. 3.1. Зависимость от времени величин pH (1 – 5) и pCu (6) при сорбции ионов 
Н+ и Cu2+ на поверхности аминокремнеземов. Цифрами обозначены кривые, соответст-

вующие степеням заполнения поверхности ионами водорода: 1 – 0.135; 
2 – 0.47; 3 – 0.68; 4  – 0.81; 5  – 0.95; 6  – 0.36; ионами меди: 6  – 0.21. 
 
Суждения о скорости достижения сорбционными системами стационарного со-

стояния неоднозначны, поскольку систематические экспериментальные и теоретиче-
ские исследования кинетики хемосорбции на КХМК начаты лишь недавно [28–43]. По-
лагают, что в подавляющем большинстве случаев сорбционное равновесие на поверх-
ности КХМК достигается за считанные минуты, если не секунды [27], и лишь в редких 
ситуациях для достижения равновесия требуются часы и дни [27]. Прояснить ситуацию 
помогло недавно выполненные исследования [28–43]. 

Процесс сорбции, исходя из общей теории массопереноса при ионном обмене 
[32], разделяют на три стадии: 1) перенос сорбтива из объема раствора к поверхности 
сорбента (внешняя диффузия); 2) диффузия внутри пор сорбента (внутренняя диффу-
зия); 3) химическая реакция. Как правило, третья стадия, химическая реакция, проте-
кает очень быстро, а общая скорость сорбционного процесса лимитируется внутренней 
или внешней диффузией [32]. Для количественного описания кинетики хемосорбции на 
КХМК предложена «модель сорбции из полубесконечного раствора» [28, 29]. Она ос-
нована на представлениях о КХМК как о поверхностно-слоистых сорбентах, что соот-
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ветствует схеме строения химически модифицированных кремнеземов. Согласно мо-
дели, для начального этапа сорбционного процесса 

 M + Q  
β
=   MQ, (3.4) 

справедлива формула 

 ( )2/1τ21)0()( ⋅⋅−×≈τ bcc , (3.5) 

где с(τ) – концентрация сорбтива в растворе в момент времени τ, с; с(0) – начальная 
концентрация сорбтива; 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+×⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ×
×φ=

~2/1
диф β1

π
ρ D

b ; (3.6) 

φ – геометрический фактор [28, 29]; ρ – коэффициент пористости; Dдиф – коэффициент 

диффузии, м2/с; 
~
β  – термодинамическая константа равновесия реакции (3.4), 

 (Q)ββ
~

t⋅= , (3.7) 

 β = aMQ / aM ⋅ aQ, (3.8) 
где a – активности реагентов; t(Q) – общая концентрация привитых групп Q на поверх-

ности КХМК. Поскольку 
~
β  – величина безразмерная [33], t(Q) в (3.7) выражают в тех 

же единицах, что и aM [33]. 
Экспериментальные исследования [28–43] показали, что модель описывает, по 

крайней мере в первом приближении,  кинетику сорбции на различных КХМК столь 
разных реагентов, как ионы Н+ [28, 43], Cu2+ [30], комплексы Co(II) [29]. Характерный 
пример кинетической кривой, построенный в координатах модели, приведен на рис. 3.2 
для сорбции ионов Н+ на поверхности аминокремнезема [43]. 

0 10 20

до прибавления
кислоты

равновесное
значение

c(τ)/c(0)

τ1/2
 

Рис. 3.2. Кинетика сорбции ионов водорода аминокремнеземом. τ – время 
наблюдения, с (298 К, степень протонирования аминогрупп 0.65). 

 
Применение модели позволило установить, что хемосорбция на КХМК подчиня-

ется общим закономерностям, установленным для кинетики сорбции на поверхности 
жестких матриц (оксидов и гидроксидов) [34–36]: процесс сорбции имеет двустадий-
ный характер, наблюдается очень быстрая начальная стадия, за которой следует более 
медленный процесс. Уже в первые минуты после приведения в контакт образца КХМК 
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с раствором сорбируется более 99 % сорбтива, а  для достижения равновесного состоя-
ния системе требуется  значительное время. В зависимости от степени заполнения по-
верхности, ионной силы раствора, температуры доля «медленных центров» сорбции 
меняется от 0.05 до 2 %. Впрочем, даже для медленной стадии коэффициенты диффу-
зии ионов водорода (10-7 – 10-6 м2/с) на три – четыре порядка, а ионов Cu2+ – на один – 
два порядка превышают коэффициенты диффузии ионов в органических ионообменни-
ках [32, 37]. 

Таким образом, планируя измерение изотермы адсорбции компонента раствора 
на КХМК, следует выяснить, как быстро достигается стационарное состояние в хемо-
сорбционной системе. Если необходимое время превышает 10 мин, эксперимент лучше 
проводить методом отдельных навесок. В нем точные навески КХМК приводят в кон-
такт с растворами, содержащими M в различных концентрациях, фоновый электролит 
и, если необходимо, другие реагенты (кислоту, щелочь и т.п.), выдерживают в термо-
стате необходимое время и измеряют [M]. В эксперименте по методу отдельных наве-
сок можно принять, что масса навески КХМК, объем раствора, содержащего M, общие 
концентрации реагентов определены столь точно, что основным источником погреш-
ностей служит ошибка в измерении [M]. 

В случаях, если равновесие устанавливается быстро, удобнее перейти к менее 
трудоемкой методике титрования одной навески. К точной навеске КХМК прибавляют 
раствор M и фонового электролита и титруют раствором кислоты, щелочи или другого 
реагента, регистрируя в каждой точке кривой титрования выбранное свойство равно-
весной системы (pH, pM и т.д.). Основными источниками экспериментальных погреш-
ностей становятся ошибки в измерении объема титранта и величины регистрируемого 
свойства. 

3.3. Измерение изотерм адсорбции с помощью фронтальной 
жидкостной хроматографии  

Высокая трудоемкость традиционных способов измерения изотерм адсорбции 
компонентов растворов на поверхности КХМК стимулировала поиск альтернативных 
способов получения первичных данных КФХА. Недавно авторы [38] изучили приме-
нимость микроколоночного варианта фронтальной высокоэффективной жидкостной 
хроматографии (ВЭЖХ) для решения этой задачи. Фронтальная жидкостная хромато-
графия, эффективное средство исследования взаимодействий сорбент – сорбат, в насто-
ящее время незаслуженно забыта. Между тем, она позволяет исследовать физико-хими-
ческие свойства комплексообразующих кремнеземов в динамических условиях. Испо-
льзование современного хроматографического оборудования предоставляет дополните-
льные возможности изучения сложных систем.  

Поскольку ВЭЖХ – новый метод получения первичных данных КФХА, рассмот-
рим методику исследования [38]. 

Стационарной фазой служил силикагель СГ60 (удельная поверхность 300 м2/г, 
диаметр частиц 40-100 мкм), химически модифицированный монокалиевой солью ами-
нодифосфоновой кислоты (АДФК). Концентрация привитых функциональных групп 
АДФК составляла 0.56 ммоль/г сорбента, насыпная плотность SiO2-АДФК 1.300 г/см3, 
а найденная пикнометрически истинная плотность сорбента, смоченного водой, – 1.908 
г/см3. Подвижными фазами были водные растворы хлорида меди(II), подкисленные 
хлороводородной кислотой. Хроматографические измерения выполняли на микроколо-
ночном жидкостном хроматографе «Милихром–1А», снабженном УФ-детектором с пе-
ременной длиной волны в диапазоне 190–360 нм, при (20±1) оС . Колонку размером (64 
× 2) мм заполняли сорбентом SiO2-АДФК жидким суспензионным методом. При изме-
рениях хроматограмм показания детектора А (величины относительного светопогло-
щения элюентов при заданной длине волны) регистрировали через равные промежутки 
времени, соответствующие объемам элюента 5 или 10 мкл при скорости потока 50 
мкл/мин. Сорбированную на колонке медь(II) элюировали раствором хлороводородной 
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кислоты и определяли комплексонометрически; при элюировании одновременно запи-
сывали десорбционную хроматограмму. Для градуировки спектрофотометрического 
детектора при 260 нм и 200 нм использовали водные растворы CuCl2 с концентрацией 
(2 – 80) ммоль/л, подкисленные хлороводородной кислотой. 

Первичными результатами измерений являются фронтальные кривые насыщения 
(рис. 3.3), демонстрирующие обычное обострение фронта с увеличением концентрации 
CuCl2. Все полученные фронтальные кривые асимметричны. 

Одна из главных проблем фронтальной ВЭЖХ – правильное определение сво-
бодного объема системы V0. Обычно полагают, что 
 V0 = V01 + Vк, (3.9) 
где V01 – свободный объем колонки, заполненной сорбентом; Vк – объем капилляра, со-
единяющего колонку с ячейкой детектора. Величину V01 определяют статическим мето-
дом [39], взвешивая колонку с сорбентом, поочередно заполненную растворителями 
различной плотности. При значении V01 = 0.150 мл и объеме капилляра Vк = 0.016 мл 
геометрический свободный объем хроматографической системы V0 = 0.166 мл, а масса 
сорбента в колонке  
 ms = (L⋅π⋅r2 - V01) × ρs  = 0.0973 г, (3.10) 
где L и r – длина и радиус колонки соответственно, см; ρs –плотность сорбента, г/см3. С 
увеличением концентрации сорбтива в элюенте величина свободного объема V0 меня-
ется. Об этом свидетельствуют, прежде всего, объемы элюентов, соответствующие про-
скоку CuCl2 в детектор (началу подъема фронтальных кривых на рис. 3.3) (Vп, мл, табл. 
3.2). Уточнить зависимость V0 от концентрации элюента позволило измерение фрон-
тальных кривых насыщения при 206 нм (поглощение света хлорид-ионами). Найден-
ные по этим кривым Vп могут служить оценкой V0 при высоких концентрациях сор-
бтива в элюенте. 

7500 7750 8000 8250

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4
а

A

0 300 600 900 12001500
0.32

0.34

0.36

0.38

0.40
б

0 400 800 1200

0.5

0.6

0.7

0.8 в

A

Vэлюент

0 200 400 600 800
0
1
2
3
4
5 г

Vэлюент  
Рис. 3.3. Примеры фронтальных кривых насыщения. Буквы на кривых соответствуют 

0
Cuc , ммоль/л: а – 0.790; б – 3.96; в – 7.93; г – 39.6, Vэлюент – объемы элюента, мкл. 

Светопоглощение элюента в детекторе (А) измерено при 200 (а) или 260 нм (б–г). 
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Таблица 3.2. Результаты обработки фронтальных кривых насыщения 
0
Cuc , ммоль/л Параметр 

0.790 3.96 7.93 39.6 79.3 
pH элюента 4.17 3.02 2.98 2.25 1.71 

V1/2, мл 8.13 1.30 0.66 0.26 0.21 
Vп, мл 7.61 1.14 0.48 0.17 0.15 
D(ф) * 156 22 10 2.9 2.3 

D(ф) ** 145 24 11 2.7 2.2 

*   D(ф) определены способами I и II; ** D(ф) определены по способу III. 

Метод фронтальной ВЭЖХ наиболее просто предоставляет такую характерис-
тику изотермы адсорбции, как коэффициент распределения сорбата между фазами (D). 

Для сорбции меди(II) 

 
Cu

Cu
cV

n
D

s ⋅
= ,  (3.11) 

где nCu – количество вещества сорбированной Cu(II), мкмоль; Vs – объем сорбента, мл; 
cCu – концентрация CuCl2 в элюенте, ммоль/л. 

Для получения D обработку фронтальных кривых насыщения можно вести не-
сколькими способами. В способе I D(ф) вычисляют как 
 D(ф) = (V1/2 - V0) / Vs, (3.12) 
где V1/2, мл – величина, соответствующая «центру тяжести» фронтальной кривой [40, 
41] (табл. 3.2). В этом способе градуировка детектора не требуется, но каждая хромато-
грамма позволяет получить лишь одно значение D(ф). Это значение соответствует кон-
центрации cCu, равной исходной концентрации CuCl2 в элюенте 0cCu .  

В варианте II, пригодном для систем с сильным удерживанием сорбата, значение 
nCu определяют по разности площадей SА и SВ, где SА – площадь над сигмоидной фрон-
тальной кривой насыщения (соответствует общему количеству меди(II) в хроматогра-
фической системе в условиях ее насыщения сорбатом); SВ – площадь фронтальной кри-
вой, полученной при вымывании водой из колонки избыточного количества СuCl2 (эта 
площадь соответствует количеству вещества сорбата, находящемуся в свободном объ-
еме) (подробности см. в работе [41], с. 147, рис. III. 45). 

В варианте III по хроматограмме получают набор  D(ф): для каждого измеренного 
объема элюента Vx, мл, по градуировочным данным находят соответствующую величи-
ну cCu и рассчитывают количество вещества nCu, мкмоль: 

 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−×= ∫
x

x

V

V
dVcVVcn

0

Cu0
0
Cu

3
Cu -)(10 , (3.13) 

а затем подставляют найденное значение в формулу (3.11). Пример зависимости nCu от 
сCu приведен на рис. 3.4. 

Именно последний вариант представляется нам предпочтительным, поскольку 
позволяет по одной фронтальной кривой построить всю изотерму адсорбции. При этом 
наилучшие результаты дает хроматографирование растворов наибольшей возможной 
концентрации. Примеры найденных зависимостей D(ф) от cCu представлены на рис. 3.5. 

Таким образом, метод фронтальной ВЭЖХ вполне способен составить 
конкуренцию привычным статическим методам измерения адсорбции на 
КХМК. Надежность получаемых данных зависит от надежности определе-
ния хроматографических параметров, в первую очередь, свободного объе-
ма V0. 
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Рис. 3.4. Зависимость количества вещества сорбированной Cu(II) (nCu, мкмоль) от сСu 

при 0
Cuc = 79.3 ммоль/л. 
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Рис. 3.5. Зависимость lg D(ф) от сCu. Кривые соответствуют 

0
Cuc , ммоль/л: 1 – 0.790, 2 – 79.3. 

ВЫВОДЫ 
1. КФХА осуществляется пошагово, причем возможно циклическое движение с 

возвращением к уже выполненным действиям, пересмотром модели, проведением до-
полнительных измерений по уточненному плану и т.п. 

2. Несмотря на заведомо неоптимальный план эксперимента по получению за-
висимостей состав – свойство, существуют приемы, позволяющие избежать наиболее 
грубых ошибок в планировании. Следует избегать ситуаций, когда равновесная кон-
центрация, входящая в выражение для неизвестной константы равновесия, определя-
ется как малая разность двух близких экспериментальных величин. 

3. Диапазон приемлемых концентраций сорбтива при изучении хемосорбции на 
КХМК ограничен соотношением (3.3). 

4. Кинетику сорбции на КХМК описывает «модель сорбции из полубесконеч-
ного раствора». 

5. Если время достижения сорбционной системой стационарного состояния ве-
лико (>10 мин), изотермы сорбции получают с помощью метода отдельных навесок. В 
противном случае применим метод титрования одной навески. 

6. Метод фронтальной ВЭЖХ может использоваться для получения первичных 
данных КФХА в динамических условиях. 
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ЧАСТЬ II. СОДЕРЖАТЕЛЬНЫЕ ФИЗИКО-
ХИМИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ РАВНОВЕСИЙ 

Во второй части выполнена структурная идентификация моделей комплексообразова-
ния. Обсуждаемая в четвертой главе модель равновесий в растворах успешно приме-
няется и для интерпретации процессов других типов; с ней сопоставлены модели рав-
новесий с участием реагентов, закрепленных на поверхности кремнеземов. В пятой 
главе рассмотрены термодинамические аспекты моделирования равновесий на поверх-
ности КХМК, в шестой – модели, явно учитывающие возможность образования не-
скольких типов комплексов при сорбции компонентов растворов на поверхности 
КХМК. Седьмая глава посвящена моделям, описывающим энергетическую неоднород-
ность химически модифицированных кремнеземов. По результатам анализа показано, 
в чем состоит приближенный характер констант устойчивости закрепленных ком-
плексов, найдены соотношения между параметрами моделей различного типа и по-
строена едина иерархическая система моделей для интерпретации данных КФХА. 

ГЛАВА 4. МОДЕЛЬ КОМПЛЕКСООБРАЗОВАНИЯ  В 
РАСТВОРАХ 

Первый шаг интерпретации данных КФХА – структурная идентификация модели. 
A priori вид функции ζ в уравнении (0.1) неизвестен. Используя интерполяционные 
формулы или вводя коэффициенты активности, можно было бы искать формальные мо-
дели. Удовлетворительно описывая зависимости состав – свойство, они, однако, игно-
рируют реально присутствующие в системе химические формы и, следовательно, не 
дают возможности выявлять факторы, влияющие на комплексообразование. 

В количественном физико-химическом анализе применяют содержательные мо-
дели. В общем случае функцию ζ в уравнении (0.1) задают неявно с помощью трех 
групп уравнений [1, 2]: 

1. связи измеряемых свойств A с равновесным составом; 
2. материального баланса; 
3. закона действия масс (ЗДМ). 
Первая группа уравнений определяется набором регистрируемых свойств. Эти 

методы можно разбить на три группы [3]. Методы первой группы обеспечивают изме-
рение концентрации (активности) одного из реагентов. К таким методам относятся, на-
пример, ионометрия или полярография. Во вторую группу включают методы, опреде-
ляющие сумму концентраций всех или нескольких присутствующих в системе химиче-
ских форм. Это, например, методы криоскопии, осмометрии, тензиметрии, измерение 
адсорбции ионов металла сорбентом, растворимости осадка и т.п. Наконец, к третьей 
группе принадлежат методы, измеряющие линейные комбинации равновесных концен-
траций [ ]∑

i
ii Lα , причем некоторые или даже все коэффициенты αi (факторы интен-

сивности) подлежат определению наряду с другими параметрами модели. Примерами 
могут служить методы спектрофотометрии, калориметрии, ядерной магнитной релак-
сации и др. 

Основные экспериментальные методы исследования равновесий позволяют изме-
рять линейные комбинации равновесных  концентраций химических форм. Тогда спра-
ведливо общее выражение, связывающее величину измеряемого свойства A с равновес-
ным составом системы: 
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где Li – реагенты, S – их число, [Li]k – равновесная концентрация реагента Li в k-й 
смеси, αli – известный или подлежащий определению фактор интенсивности реагента 
Li для аналитической позиции λl. 

Условия материального баланса сформулируем, используя каноническую форму 
записи реакций [4–7]: 
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где νij – стехиометрические коэффициенты, Bj – подмножество реагентов, называемое 
независимыми компонентами. Число независимых компонентов Y равно числу реаген-
тов  за вычетом числа происходящих между ними реакций (nr): Y = S - nr. Реакции запи-
сывают так, что независимые компоненты Bj друг в друга не переходят. В силу этого 
инвариантами состава системы являются количества вещества компонентов. Если же 
реакции происходят в растворах, объем которых при этом не меняется, инвариантами 
становятся и общие (аналитические) концентрации компонентов, моль/л [6]: 
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где c(Li) – начальные (известные по условиям смешивания реагентов) концентрации Li. 
Таким образом, условия материального баланса задает система уравнений (4.3). 

Остается записать уравнения ЗДМ или, что эквивалентно, выражения для хими-
ческих потенциалов реагентов. Приходится принимать ответственное решение, связан-
ное с тем, что в соответствующих уравнениях используются активности реагентов, а 
для перехода от концентраций к активностям следует знать коэффициенты активности. 
При этом даже если реакции происходят в разбавленных растворах, нельзя приравни-
вать единице коэффициенты активности заряженных реагентов. 

Возможны два пути решения проблемы: теоретически рассчитывать коэффици-
енты активности или создавать такие экспериментальные условия, когда коэффици-
енты активности реагентов пусть и неизвестны, но при протекании реакций не меня-
ются. Исследователи комплексообразования предпочитают второй путь. Начиная с ра-
бот Гроссмана (1905) и Н. Бьеррума (1908), получил распространение метод постоян-
ной ионной силы [8–11]. Равновесия комплексообразования изучают, создавая в рас-
творе большой избыток фонового электролита. В этом случае ионная сила раствора при 
реакциях практически не меняется, коэффициенты активности реагентов представляют 
собой неизвестные, но постоянные величины, а в уравнениях ЗДМ вместо термодина-
мических можно использовать концентрационные константы равновесия: 
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где [Bj] – равновесная концентрация независимого компонента Bj, βi – концентрацион-
ная константа устойчивости химической формы Li, 
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Tβi – термодинамическая константа, γj, γi – коэффициенты активности. Найдя набор βi 

для разных ионных сил I, аппроксимацией зависимости βi(I) к I → 0 определяют Tβi . 
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Метод постоянной ионной силы имеет ограничения и недостатки. В нем равнове-
сия между ионами фонового электролита не рассматривают, ассоциацию исследуемых 
частиц с компонентами, доминирующими в растворе, не учитывают. При этом форму-
лы реагентов «являются стенографической записью для ряда всех возможных веществ 
с переменным количеством растворителя и ионов среды» [12]. Такие совокупности ас-
социатов реагентов с молекулами растворителя и ионами фонового электролита назы-
вают химическими формами1. Например, в водном растворе KNO3 химическая форма 
Cu2+ – это совокупность частиц {Сu(H2O)x(NO3)y}(2-y)+, а под равновесной концентраци-
ей [Cu2+] обычно подразумевают сумму: 

 [Cu2+] = ∑
≥

+−

0,

)(2
32 ]})(NOO)[{Cu(H

yx

y
yx . (4.6) 

С изменением концентрации фонового электролита соотношение концентраций 
продуктов, отличающихся содержанием ионов фона и молекул растворителя, меняется. 
Поэтому концентрационные константы устойчивости βi являются условными [14] и ха-
рактеризуют устойчивость комплекса только в данных конкретных условиях. 

Зафиксировав коэффициенты активности γj, γi на этапе определения βi, мы не уш-
ли от необходимости искать модели, описывающие зависимость γj, γi от концентрации 
фонового электролита. Несмотря на многолетние и упорные усилия многих исследова-
телей, проблему разработки таких моделей нельзя считать окончательно решенной. 

Серьезный недостаток метода постоянной ионной силы заключается в том, что он 
ограничивает набор физико-химических свойств, измерение которых способно предос-
тавить информацию о комплексообразовании. Например, при исследовании равновесий 
в растворах исключаются из рассмотрения коллигативные свойства и электропровод-
ность. 

Таким образом, в наиболее распространенном случае структура содержательной 
модели задается уравнениями (4.1), (4.3), (4.4). Отдельным этапом ее структурной 
идентификации является задание вида зависимости βi(I). Модели с такой же структу-
рой применяют для описания равновесий в растворах [8, 9, 10, 15], экстракционных 
равновесий [16, 17], равновесий в системе раствор–осадок [3, 18] и др. 

                                                 
1 Удовлетворительное определение понятия «химическая форма» дано в работе [13]. Согласно [13], химичес-
кая форма в растворе – это стехиометрически определенная (относительно независимых компонентов) имею-
щая заряд или нейтральная химическая индивидуальность, находящаяся в неразрывном взаимодействии со 
всеми остальными частями раствора как с определенной средой. 

ГЛАВА 5. ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ АСПЕКТЫ 
ОПИСАНИЯ ХЕМОСОРБЦИИ НА ПОВЕРХНОСТИ 

МОДИФИЦИРОВАННЫХ КРЕМНЕЗЕМОВ 

5.1. Гиббсовские компоненты сорбционной системы 
Переходя от моделирования равновесий в растворах к структурной идентифика-

ции моделей комплексообразования на поверхности КХМК, мы не можем изменить 
первые две группы уравнений, задающих функцию ζ в уравнении (0.1). Модификации 
подлежат уравнения ЗДМ (или, что эквивалентно, выражения, задающие химические 
потенциалы реагентов, закрепленных на поверхности КХМК). 

Комплексообразующие химически модифицированные кремнеземы – надмолеку-
лярные объекты [19, 20]. Надмолекулы КХМК содержат определенные количества ве-
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щества кремнезема и закрепленных групп Q, в силу чего общую формулу КХМК мож-
но представить как {(SiO2)xQy}, где x, y – стехиометрические индексы. Термодинамиче-
скими компонентами – веществами, которые можно внести в систему  независимо, – 
являются не растворитель, сорбтив M, закрепленные лиганды Q, носитель SiO2, а рас-
творитель, сорбтив M и надмолекулы комплексообразующего кремнезема. Считая над-
молекулу {(SiO2)xQy}  единым y-дентатным центром связывания, сорбцию М следует 
описывать как последовательное присоединение частиц М к надмолекуле КХМК с об-
разованием продуктов {(SiO2)xQyM}, {(SiO2)xQyM2}, {(SiO2)xQyM3}, ..., {(SiO2)xQyMn}, 
..., {(SiO2)xQyMy}. Процесс комплексообразования характеризуется в этом случае набо-
ром констант равновесия 

 ,[M]}]Q)[{(SiO/}]MQ)[{(SiOγ 22
n

yxnyxn ⋅=  (5.1) 

где n – число низкомолекулярных частиц М, присоединенных к надмолекуле; γn – об-
щая константа устойчивости {(SiO2)xQyMn}; величины в квадратных скобках – равно-
весные концентрации. 

Такое понимание процесса хемосорбции не запрещает конструировать модели, в 
которых взаимодействие «субкомпонентов» Q с низкомолекулярными частицами М 
приводит к образованию закрепленных комплексов MmQq с константами устойчивости 
βqm. Более того, поскольку константы устойчивости γn для практического использова-
ния бесполезны и не поддаются экспериментальному определению при больших y и n, 
перспективны именно «субкомпонентные» модели. Однако право на существование 
имеют лишь те из них, которые для заданных y и n позволяют установить однозначное 
соответствие βqm → γn. В противном случае, сколь бы привлекательной модель не каза-
лась, ее использование недопустимо. 

5.2. Метод Гиббса или метод слоя конечной толщины? 
Нельзя забывать, что процессы комплексообразования происходят на границе 

раздела жидкий раствор – твердое тело. При структурной идентификации моделей, сле-
дует пользоваться термодинамическим языком, апробированным для описания поверх-
ностных явлений: методом Гиббса или методом слоя конечной толщины [21–26]. 

Адсорбция, согласно Гиббсу [21], – избыточная величина. Чтобы вычислить ад-
сорбцию, рассматривают две системы: реальную адсорбционную и воображаемую сис-
тему сравнения. Система сравнения – обычный для термодинамики гипотетический 
объект, такой же, как, например, стандартное состояние растворенного вещества. Сис-
тема сравнения соответствует адсорбционной системе, но в воображаемой системе 
фазы разделяет не реальная межфазная граница, а математическая поверхность. Темпе-
ратура, давление, объемы реальной и воображаемой систем одинаковы, совпадают и 
значения химических потенциалов реагентов в объемах фаз обеих систем. Есть, одна-
ко, два отличия системы сравнения от реальной системы. Во-первых, в системе сравне-
ния разделяющая фазы математическая поверхность не имеет толщины, во-вторых, 
свойства фаз в системе сравнения остаются неизменными до поверхности раздела. Сле-
довательно, в обеих системах отличаются локальные концентрации адсорбируемого 
компонента c(z) в направлении оси z, перпендикулярной поверхности раздела 
(рис. 5.1). Поверхность раздела в системе сравнения (точка 0 на рис. 5.1) проводят так, 
чтобы адсорбция адсорбента была равной нулю [22]. Таким образом, согласно Гиббсу, 
адсорбция компонента раствора M (на 1 г адсорбента) 

 ( )[ ]∫
∞

−=Γ
0

0
1 dzczc
a

, (5.2) 

где a – масса адсорбента, г. 
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Рис. 5.1.Система сравнения (a) и реальная система (б) в методе Гиббса. 

Заштрихованная площадь пропорциональна адсорбции по Гиббсу. 
 

Несомненное достоинство подхода Гиббса состоит в том, что адсорбцию вычис-
ляют только по экспериментально измеренным величинам. Вместе с тем, избыточный 
характер адсорбции лишает эту величину наглядности и не исключает появления отри-
цательных значений Γ. Например, в системе КХМК – раствор сорбтива M адсорбция 
M, Γ(M), будет, конечно, положительной величиной, тогда как адсорбция раствори-
теля, Γ(Solv), может принимать и отрицательные значения. Избыточный характер ад-
сорбции не позволяет оперировать абсолютными содержаниями сорбатов и характери-
зовать состав приповерхностного слоя концентрациями. Специалисты, связанные с экс-
периментальными исследованиями, неоднократно выражали недовольство этой особен-
ностью метода Гиббса. Характерно мнение В.В. Серпинского и Т.С. Якубова: «Практи-
чески при любом современном исследовании адсорбции необходимо вводить в рас-
смотрение все молекулы адсорбата, в то время как в термодинамических уравнениях по 
Гиббсу во имя призрачной, совершенно эфемерной «строгости» надо учитывать только 
избыточную адсорбцию» [27]. 

Альтернативой методу избытков Гиббса считают метод слоя конечной толщины, 
или полного содержания, [23, 25, 26]. В нем адсорбцию рассматривают как полное со-
держание сорбата в слое конечной толщины. Принимают, что адсорбционная система 
состоит из трех фаз: внутреннего объема сорбента, свойства которого при адсорбции 
не меняются; однородной жидкой фазы и неоднородного адсорбционного слоя (слоя 
конечной толщины, АС). Однозначно приемлемого способа провести границы между 
фазами не существует. Адсорбцию X определяют как 

 ∫=
2

1

,)()/1(X
z

z
dzzca  (5.3) 

где c(z) – концентрация M в адсорбционном слое, меняющаяся вдоль нормали (z) к по-
верхности КХМК, z1, z2 – положение границ слоя (рис. 5.2)1. Очевидно, что значение X 
зависит от того, где проведены границы АС: чем дальше от поверхности отстоит внеш-
няя граница z2, тем больше объем АС и X. Такая неопределенность серьезно затрудняет 
использование метода. Как достоинство подхода можно рассматривать такое его свой-
ство, что величина X дает оценку абсолютных содержаний сорбата в приповерхностном 
слое. 

Исследуя комплексообразование на поверхности КХМК, обычно навеску сор-
бента приводят в контакт с некоторым объемом раствора (V) с концентрацией сорби-
руемого компонента M, равной t(M) моль/л. После установления равновесия измеряют 
                                                 
1 В предельном случае используют представление о монослойном заполнении поверхности сорбатом, а грани-
цы z1 и z2 проводят так, что толщина АС равняется диаметру частиц сорбата. 
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равновесную концентрацию [M] в растворе. По результатам экспериментов вычисляют 
адсорбцию M на комплексообразующем кремнеземе g(M) (см. уравнение (3.1)). Вели-
чина g, вообще говоря, отличается и от Г, и от X. Адсорбция g(M) – избыточная вели-
чина. Но система сравнения иная, чем в классическом подходе Гиббса. Последний тре-
бует, чтобы объем раствора в системе сравнения был равен объему раствора реальной 
адсорбционной системы в условиях равновесия Vp [22].  

z1 z2 z

c0

c(z)

 
Рис. 5.2. Определение адсорбции X в методе слоя конечной толщины. 

 
А в нашем случае система сравнения выбрана так, что объем раствора в ней ра-

вен объему исходного раствора в реальной системе [22]. Отсюда следует, что разница 
между g(M) и Г 

 ( )
a
VVg [M](M)

p ⋅−
=Γ− . (5.4) 

Комплексообразующие кремнеземы – ненабухающие сорбенты, объем которых в 
процессе сорбции практически не меняется. КХМК применяют для адсорбции из раз-
бавленных растворов, объем которых при реакциях также меняется незначительно. 
Следовательно, различие величин g(M) и Г не может быть большим. 

Отличие g(M) от X также невелико: 

 
a

V)VXg [M]((M)
раствор ⋅−

=− ,  (5.5) 

где Vраствор – равновесный объем фазы гомогенного раствора за исключением объема, 
вошедшего в АС. Отличие g(M) от X тем меньше, чем ниже [M] в растворе и чем более 
узка физически неоднородная межфазная граница [22]. 

Таким образом, можно заключить, что 1) экспериментально опреде-
ляемая адсорбция g(M) по физическому смыслу отличается от Гиббсовской 
адсорбции Г и полного содержания Х; 2) при сорбции на КХМК из разбав-
ленных растворов расхождения между численными значениями g(M), Г и X 
малы. Как результат, экспериментальную величину g(M), можно, в зависи-
мости от задач исследования, интерпретировать и как избыточную адсорб-
цию Г, и как полное содержание X. 

Поскольку в КФХА уже при определении состава закрепленных комплексов (на-
пример, методами насыщения или молярных отношений) приходится иметь дело с аб-
солютными значениями количества вещества адсорбата, измеряемую величину g(M) 
надлежит интерпретировать как полное содержание Х. Соглашаясь, что возможность 
лишь приближенно измерять полные содержания сорбата – недостаток метода слоя ко-
нечной толщины, мы не считаем этот недостаток настолько существенным, чтобы вов-
се отказаться от использования метода. Аргументом в пользу такого решения служат 
важные результаты, полученные в последнее время на основе метода полного содержа-
ния при количественной оценке хемосорбционного индуцирования поверхностной ак-
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тивности компонентов в металлических сплавах [28], моделировании конкурентной 
сорбции из многокомпонентных жидких растворов на модифицированных и немодифи-
цированных кремнеземах [29–32] и др. 

На метод полного содержания мы будем опираться, обсуждая далее физико-хи-
мические модели равновесий на поверхности КХМК. Нам понадобится и предельный 
вариант метода, связанный с представлениями о монослойном заполнении поверхности 
сорбатом.  На его основе мы проанализируем различные разновидности решеточной 
модели адсорбции на поверхности КХМК. 

В силу меньшей строгости метода слоя конечной толщины по сравнению с мето-
дом Гиббса, предпринимались попытки обосновать КФХА, не апеллируя ни к одному 
из упомянутых методов. Так, недавно представлены результаты обоснования КФХА с 
помощью одного лишь фундаментального уравнения Гиббса для адсорбции [33]. Ав-
торы [33] справедливо указывали, что при протекании некоторой поверхностной реак-
ции верно выражение 
 dG = -S⋅dT + V⋅dP + σ⋅dϖ - Η⋅dξ, (5.6) 
где S – энтропия системы, T – температура, Р – давление, V – объем, ϖ – межфазное 
(поверхностное) натяжение, σ – площадь поверхности раздела фаз, ξ – координата ре-
акции, Н – сродство реакции [34] 
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и на этой основе моделировали равновесия на поверхности жесткой матрицы. Однако 
хорошо известно [22, 25], что фундаментальное уравнение Гиббса применять для опи-
сания реальных гетерогенных систем невозможно, поскольку в нем не определены хи-
мические потенциалы реагентов µi. Записывая для µi  то или иное выражение, тем са-
мым явно или неявно выбирают модель приповерхностного слоя. И действительно, пе-
реходя от теоретических соображений к описанию конкретных систем, авторы [33] за-
писали для µi выражения, основанные на методе слоя конечной толщины, чем и доказа-
ли невозможность осуществлять КФХА, не формулируя явно содержательную физико-
химическую модель. 

Таким образом, термодинамической основой всех содержательных мо-
делей, привлекаемых при количественном физико-химическом анализе хе-
мосорбции на КХМК, является метод слоя конечной толщины. Основные 
его ограничения связаны с неопределенностью в проведении границ адсорб-
ционного слоя и отсутствием априорной информации о характере его неод-
нородности. 

5.3. Особенности КХМК, требующие учета в моделях 
Всякая содержательная физико-химическая модель, оперирующая с абсолютны-

ми количествами вещества или концентрациями сорбата в адсорбционном слое, будет с 
термодинамической точки зрения приближенной. Теоретическая верификация [35] мо-
дели должна предусматривать возможность перехода от описания сорбции на языке 
«субкомпонентов» Q и M к единственно правильному с точки зрения химии надмоле-
кулярных соединений описанию с помощью истинных термодинамических компонен-
тов {(SiO2)xQy} и M. 

Конструируя модели, приходится учитывать, что адсорбционный слой КХМК – 
особая фаза. В приповерхностном слое сорбента аномально велики локальные концент-
рации реагентов, неоднородно их распределение по поверхности КХМК и объему АС, 
возможны такие феномены [33, 36, 37], как, например, 
• латеральное взаимодействие привитых реагентов,  
• искажение координационной сферы закрепленных металлокомплексов, 
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• влияние электростатического потенциала поверхности, химической природы и 
концентрации электролитов в жидкой фазе на поверхностные реакции, 

• образование не одного, а нескольких типов поверхностных комплексов. 
Можно ожидать энергетической неоднородности закрепленных реагентов [38] и 

образования на поверхности КХМК соединений, не имеющих нативных аналогов [39]. 
Учет особенностей химических реакций в АС по сравнению с реакциями в гомо-

генных растворах приводит к тем или иным содержательным физико-химическим мо-
делям хемосорбции. 

Следует обратить внимание на принципиальную проблему, отмеченную ранее 
для ионообменных равновесий [38]: одну и ту же изотерму адсорбции можно одинако-
во хорошо описать как с помощью представлений об энергетической неоднородности 
малого числа химических форм в АС, так и моделями, учитывающими множествен-
ность химических форм на поверхности КХМК. Такая неоднозначность приводит к 
двум принципиально различным и дополняющим друг друга подходам. В одном явно 
учитывают энергетическую неоднородность, в другом – множественность закреплен-
ных комплексов, причем каждый подход содержит достаточно большое число частных 
моделей, отличающихся сложностью, детальностью разработки и т.п. 

Многообразие моделей препятствует продвижению к перспективной цели 
КФХА – обобщению массивов данных о составе и устойчивости закрепленных комп-
лексов и созданию полной молекулярно-статистической модели хемосорбции на 
КХМК. Поэтому, обсудив особенности и проведя структурную идентификацию инди-
видуальных моделей, мы намереваемся представить единую иерархическую систему 
моделей и рекомендации по их практическому применению. 

ГЛАВА 6. МОДЕЛИ, ЯВНО УЧИТЫВАЮЩИЕ 
МНОЖЕСТВЕННОСТЬ ХИМИЧЕСКИХ ФОРМ НА 

ПОВЕРХНОСТИ КХМК 
Основными в этой группе являются модели химических реакций [2, 40, 41], фик-

сированных полидентатных центров (ФПЦ) [42–45] и статистических полидентатных 
центов (СПЦ) [46]. К ним примыкает модель эквивалентной степени сорбции [47]. 

6.1. Модель химических реакций 
Главный постулат модели – устойчивость закрепленных комплексов определя-

ется только их составом и не зависит от степени заполнения поверхности. Строя мо-
дель хемосорбционной системы, не используют априорных предположений о числе 
сортов и стехиометрическом составе продуктов реакций в адсорбционном слое; осо-
бенности закрепленных реагентов по сравнению с низкомолекулярными аналогами, их 
латеральные взаимодействия, энергетическая неоднородность поверхности могут про-
являться в аномальном стехиометрическом составе и/или устойчивости продуктов ре-
акций [40]. 

Модели с подобными характеристиками применяли для исследования протолити-
ческих и комплексообразующих свойств функциональных групп белков [48, 49]. Мож-
но указать на близкую аналогию модели химических реакций и моделей дискретного 
распределения констант равновесия [50–53], развитых для описания процессов с учас-
тием природных полидисперсных макромолекулярных лигандов. В этих моделях мак-
ромолекулу рассматривали как совокупность ограниченного числа центров связывания 
с вполне определенными концентрациями, а взаимодействие центров между собой и с 
компонентами раствора описывали константами равновесия соответствующих реакций. 

У специалистов по физической адсорбции также можно найти родственные идеи 
(см., например, [54]). В монографии [38] приведен обзор работ, в которых латеральные 
взаимодействия молекул сорбата описывали как квазихимические реакции. В теории 
физической адсорбции такой подход не получил широкого распространения, поскольку 
продуктам гипотетических реакций лишь с большой натяжкой можно приписать смысл 
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химических соединений, а существование таких образований на поверхности сорбента 
очень редко подтверждается независимыми методами исследования. 

Иная ситуация имеет место в химии комплексообразующих кремнеземов: при 
связывании ионов металлов привитыми лигандами образуются вполне реальные коор-
динационные соединения, обнаруживаемые не только  КФХА, но и спектральными ме-
тодами. Поэтому модель химических реакций, позволяющая определять состав закреп-
ленных комплексов и константы их устойчивости, выглядит весьма перспективной. 

Элементы модели, связанные с представлениями об образовании на поверхности 
КХМК комплексных соединений различного состава, применялись довольно давно 
(см., например, [55, 56]). Но до недавнего времени отсутствовали целостная формули-
ровка и примеры последовательного применения модели (с анализом всех допущений и 
упрощений). Препятствий для широкого распространения модели, по крайней мере, 
два. Во-первых, в отсутствие термодинамического анализа существовал разнобой в по-
нимании физического смысла подбираемых в модели параметров. Например, говорили 
об «условном характере» констант устойчивости закрепленных комплексов. Но в чем 
условность, где границы применимости констант, оставалось непонятным. Во-вторых, 
если на поверхности КХМК образуются комплексы, не имеющие аналогов в растворе, 
то определение их состава по данным КФХА сопряжено с серьезными трудностями. 

Для структурной идентификации модели используем те же три группы уравне-
ний, что и при моделировании равновесий в растворах: связи измеряемого свойства 
системы с равновесным составом (4.1), материального баланса (4.3) и закона действия 
масс (4.4), причем изменяться в зависимости от особенностей моделируемой системы 
могут лишь уравнения ЗДМ. 

Если на поверхности КХМК происходит реакция 

 qmqm QMQM =+ , (6.1) 

где чертой над формулами отмечены реагенты в АС, то в модели химических реакций 
концентрационную константу устойчивости закрепленного комплекса (ЗК) MmQq запи-
сывают как  

 qm
qm

qm
]Q[[M]

]QM[
β

⋅
= . (6.2) 

Уравнение (6.2) по форме аналогично выражениям для констант устойчивости 
комплексов в растворах. Это – большое достоинство модели, гарантирующее приме-
нимость для ее параметрической идентификации всего арсенала средств, развитого для 
исследования равновесий в растворах  или экстракционных системах. 

Аналогия, однако, является формальной, поскольку для ЗК нужно указать еди-
ницы измерения концентраций закрепленных лигандов и комплексов. 

В ранних работах по расчету констант устойчивости закрепленных комплексов 
концентрации всех реагентов относили к объему жидкой фазы и измеряли в моль/л 
(«псевдогомогенный подход»). Никаких попыток обосновать его не предпринималось и 
он был подвергнут критике [42, 46]. Более обоснованным сочли «гетерогенный под-
ход», в котором концентрации реагентов относили к массе навески или площади по-
верхности КХМК [42, 46]. Однако понимая адсорбцию как полное содержание сорбата 
в слое конечной толщины, можно прийти к выводу о нестрогом характере обоих под-
ходов. Эта нестрогость – та цена, которую приходится платить за неопределенность в 
проведении границ адсорбционного слоя и за отсутствие априорной информации о его 
неоднородности. 

Отнесение концентраций закрепленных реагентов к массе КХМК или к объему 
раствора эквивалентно следующему предположению: границы между фазами прове-
дены так, что реальный АС «сжат» до монослоя, образованного закрепленными лиган-
дами и комплексами. При этом по-прежнему жидкую фазу считают однородной и в яв-
ном виде не учитывают влияние кремнеземной подложки на комплексообразование. 
Фактически, концентрации закрепленных реагентов относят к площади этого модель-
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ного монослоя. Величина этой площади, однако, неизвестна. Можно допустить, что она 
пропорциональна (возможно, равна) площади поверхности (Sсорбент) КХМК, определен-
ной по физической адсорбции азота, фенола и т.п. Тогда количества вещества закреп-
ленных реагентов следует относить к Sсорбент и выражать в моль/м2. Если учесть, что 
 Sсорбент = a ⋅ Sуд, (6.3) 
где а – масса КХМК, г, Sуд – удельная поверхность, м2/г, то эквивалентный способ вы-
ражения концентраций – моль/г КХМК. Формально отнесение концентраций к площади 
поверхности или массе КХМК соответствует описанию системы как двухфазной гете-
рогенной (раствор + адсорбент). 

Возможно и другое допущение: площадь модельного монослоя пропорциональна 
объему жидкой фазы. Тогда концентрации реагентов нужно относить к объему V и вы-
ражать в моль/л. При таком способе выражения концентраций система КХМК – рас-
твор формально рассматривается как гомогенная. Этот подход соответствует развитым 
Б.В. Дерягиным представлениям о дальнодействующем характере поверхностных сил 
[57]. 

Оба подхода являются приближенными и равно применимы для интерпретации 
хемосорбционных равновесий. Теоретические рассуждения вряд ли пригодны, чтобы 
установить, какое из приближений лучше соответствует действительности. Более про-
дуктивны специальным образом спланированные эксперименты. Они показали, что 
«псевдогомогенный» подход несколько лучше аппроксимирует экспериментальные 
изотермы адсорбции  [39, 40, 58]. 

Очень часто адсорбцию М измеряют при неизменном отношении массы навески 
КХМК к объему раствора. В этом случае псевдогомогенный и гетерогенный подходы 
абсолютно одинаково воспроизводят экспериментальные изотермы адсорбции, а между 
константами устойчивости закрепленных комплексов в обоих подходах существует од-
нозначное соответствие [40]:  

 
V
aqqmqm lg1)(βlgβlg * ⋅−+= , (6.4) 

где *βqm  и βqm – константы устойчивости MmQq для гетерогенного и псевдогомогенного 

подходов соответственно. Константа βqm имеет размерность (л/моль)q, а константа 
*βqm – (г/моль)q-1×(л/моль). Если в растворе образуется комплекс аналогичного состава 

с концентрационной константой устойчивости χqm, то последняя имеет размерность 
(л/моль)q. Очевидно, что непосредственно сравнивать можно величины одинаковой раз-
мерности χqm и βqm, тогда как сопоставление устойчивости закрепленного комплекса 
MmQq с устойчивостью аналога в растворе по численным значениям χqm и *βqm  неправо-
мерно. 

В последнее время рассматриваются модели, допускающие непостоянство объема 
адсорбционного слоя. Так, в работе [59] объем АС предложено считать пропорцио-
нальным концентрации сорбтива в жидкой фазе (насколько нам известно, в химии 
КХМК этот подход до настоящего времени не испытан); авторы [60] установили, что 
для карбоксилсодержащего кремнезема наиболее вероятна модель, в которой объем АС 
зависит от степени диссоциации привитых карбоксильных групп.  

Таким образом, в модели химических реакций форма ЗДМ остается 
формально такой же, как при описании комплексообразования в растворах, 
а модификация ЗДМ состоит в выборе способа измерения концентраций зак-
репленных реагентов. Приближенный характер констант устойчивости зак-
репленных комплексов следует из выбранного способа описания адсорбци-
онного слоя: реальный неоднородный слой конечной толщины заменяется 
модельным монослоем. 
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6.2. Полидентатное связывание с точки зрения решеточной 
модели поверхности КХМК 

В решеточной модели предполагается монослойная адсорбция и принимаются 
следующие условия [42, 45, 46]: 1) носитель представляет собой жесткую матрицу с 
равномерным распределением привитых лигандов по поверхности; 2) константы устой-
чивости закрепленных комплексов зависят только от их состава, но не от степени за-
полнения поверхности; 3) при связывании ионов присоединяется соответствующее ко-
личество противоионов, и электронейтральность раствора, носителя и адсорбционного 
слоя сохраняется. 

Для того чтобы избежать трудностей, связанных с единицами измерения концен-
траций закрепленных лигандов и комплексов, в моделях полидентатного связывания 
взаимодействие компонента раствора M с несколькими (q) закрепленными группами 
рассматривают как реакцию М с единым полидентатным центром (Qq): 
 M + (Qq)   =  MQq, (6.5) 
концентрационная константа устойчивости которого 

 ,
)][(Q[M]

][MQ
σ )(

1
q

qq
⋅

=  (6.6) 

где нижний индекс у константы )(
1σ
q

 отвечает числу присоединенных частиц М, а верх-
ний соответствует числу закрепленных групп Q, образующих центр связывания, вели-
чины в квадратных скобках – равновесные концентрации. В выражении (6.6) размерно-
сти концентраций закрепленных реагентов сокращаются. 

Обсудим построение моделей на примере бидентатного связывания, описывае-
мого уравнением реакции 
 M + (Q2)  =  MQ2. (6.7) 

Концентрационная константа устойчивости комплекса MQ2 

 
)][(Q[M]

][MQσ
2

2(2)
1 ⋅

= . (6.8) 

Рассмотрим степени заполнения поверхности свободными лигандами Q 
 θ0 = [Q] / t(Q),  (6.9) 
комплексами MQ2 

 θ2 = [MQ2] / t(Q) (6.10) 
и парами свободных соседних лигандов 
 θ00 = [(Q2)] / t(Q),  (6.11) 

где t(Q) – общая концентрация. Выражение для (2)
1σ принимает теперь вид: 

 (2)
1σ  = θ2 / ([M] ⋅ θ00). (6.12) 

В зависимости от способа расчета θ00 приходят [61–63] к различным моделям по-
лидентатного связывания. 

1. В модели фиксированных бидентатных (в общем случае – полидентатных) 
центров (ФПЦ) принимают, что поверхность КХМК занята комплексами MQ2 и цент-
рами связывания из пар привитых групп (Q2), а центры связывания, состоящие из отде-
льных групп Q, отсутствуют. В таком приближении 
 θ0 = 0, θ00 = 0.5 (1 - θ2).  (6.13) 
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2. Если расчет θ00 по формуле (6.13) считают недостаточно точным, то обраща-
ются к соотношениям, связывающим θ00, θ0 и θ2 [61–63]. Для приближения Бете (ква-
зихимического) [64] можно записать [63]: 

 ,
)θ2(

θ
4

θ
22

2
0

2
2

00 −
×=

/k
k  (6.14) 

где k2 – координационное число решетки (число ближайших соседей у выбранного 
привитого лиганда). В более грубом приближении Флори–Хаггинса [64], не учитываю-
щем корреляции в группировке на поверхности пар свободных центров связывания, 
справедливо выражение [63]: 

 .θ
2

θ 2
0

2
00

k
=  (6.15) 

Приближение (6.15) приводит к модели статистических бидентатных (в об-
щем случае – полидентатных) центров (СПЦ).  

В этой модели выражение ЗДМ для реакции образования комплекса MQ2 имеет 
вид 

 .θ[M]
2

σ
θ 2

0
2

(2)
1

2 ⋅⋅
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

k
 (6.16) 

Возвращаясь от степеней заполнения θ0, θ2 к равновесным концентрациям, полу-
чаем вместо (6.16) выражение 

 .[Q][M]
(Q)2

σ
][MQ 22

(2)
1

2 ⋅⋅⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⋅
=

t
k

 (6.17) 

В общем случае связывания М q-дентатным центром (Qq) 

 ,[Q][M]
(Q)}{

σ
][MQ 1

)(
1 q

q
q

q

q
tq

k
⋅⋅⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

−  (6.18) 

где kq – число групп из q лигандов, включая фиксированный, способных образовывать 
комплекс MQq. 

Модели полидентатного связывания позволяют описать как комплексообразова-
ние, так и конкурентные протолитические реакции закрепленных реагентов. 

В модели фиксированных полидентатных центров любые взаимодействия компо-
нентов растворов с привитыми группами рассматривают как химические реакции с по-
лидентатными центрами связывания. Если каждый центр содержит q закрепленных 
групп, учитывают реакции протонизации 

 (Qq)  + H+    
H1β
=  QqH+, (6.19) 

 (Qq)  + 2 H+ 
H2β
=  +2

2HQq , (6.20) 

 ... 

 (Qq)  + q H+ 
qHβ

=  +q
qqHQ , (6.21) 

где βHi, i = 1, 2, ..., q, – соответствующие общие концентрационные константы протони-
зации, и комплексообразования: 
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 M  +  Qq    

)(
1σ
q

=  MQq, (6.22) 

 2 M  +  Qq 

)(
2σ
q

= M2Qq, (6.23) 

 ...  

 j M  +  Qq 

)(σ q
j
=  MjQq . (6.24) 

Параметрами модели ФПЦ, подлежащими определению по изотермам сорбции, 
являются размер центров связывания q, число сортов и стехиометрический состав за-
крепленных комплексов MjQq и константы их устойчивости )(σ q

j ; константы βHi сле-

дует определить заранее. Чтобы вычислить βHi, нужны значения KH – констант прото-
низации отдельных групп Q. В исходном варианте модели [45] расчет βHi предлагали 
выполнять по формуле 
 βHi = (КН)i. (6.25) 

Эта формула неточна. Правильные формулы получены в работах [65, 66]. В прак-
тически важных случаях бидентатного и тридентатного центров связывания эти фор-
мулы имеют вид соответственно 
 βH1 = 2⋅KH, βH2 = (KH)2, (6.26) 

 βH1 = 3⋅KH, βH2 = 3⋅(KH)2, βH3 = (KH)3 . (6.27) 
А.К. Трофимчук предложил модель эквивалентной степени сорбции [47, 67], в 

которой, подобно модели ФПЦ, сорбцию М рассматривал как результат взаимодейст-
вия М с q-дентаными центрами связывания (Qq), но вместо констант равновесия ис-
пользовал эквивалентную степень сорбции 

 ,
(M)

][MQ(M)
(M)/][MQα *

*
*

э
t

t
t q

q
−

==  (6.28) 

где равновесная концентрация [MQq] определена при значении общей концентрации 
t*(M) = t(Qq), все концентрации отнесены к объему раствора и измеряются в моль/л. 
Модель применима, если на поверхности образуется единственный комплекс MQq, ла-
теральные взаимодействия отсутствуют, топография поверхности равномерная. При та-
ких предположениях образование одного вида закрепленных комплексов описывает 
один параметр. Какой параметр предпочесть – константу устойчивости )(

1σ
q

 или αэ – 

дело вкуса, поскольку, как показано в работе [2], между αэ и )(
1σ
q  существует однозна-

чное соответствие. Можно считать, что модель эквивалентной степени сорбции – част-
ный случай модели ФПЦ. 

В модели статистических полидентатных центров учитывают протолитические 
равновесия 

 Q + H+ 
HK

=  QH+ (6.29) 
и ступенчатое образование закрепленных комплексов MQ, MQ2, ..., MQq. Параметрами, 
которые следует определять по изотерме адсорбции в модели СПЦ, являются число ви-
дов комплексов, значения стехиометрических индексов в их формулах и константы 
( )(

1σ
q kq).   
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Модель химических реакций, помимо ступенчатого образования комплексов MQ, 
MQ2, MQ3 и т.д., учитывает возможность и других реакций, таких, как образование на 
поверхности полиядерных, протонированных, разнолигандных комплексов. Поэтому 
эту модель можно считать обобщением модели СПЦ. 

6.3. Связь моделей химических реакций, СПЦ и ФПЦ. 
Описание хемосорбции на языке истинных термодинамических 

компонентов 
Сравним выражения ЗДМ для реакций образования комплексов MQq в моделях 

статистических полидентатных центров (6.18) и химических реакций (6.2). Формулы 
(6.2) и (6.18) одинаковым образом связывают равновесные концентрации [Q], [M] и 
[MQq], а отличается лишь интерпретация констант устойчивости. Между параметрами 
моделей существует однозначное соответствие [40]: 

 lg βq1 = lg ( )(
1σ
q kq) + (1 - q)⋅lg t(Q) - lg q. (6.30) 

В случае модели ФПЦ найти связь ее параметров с характеристиками модели хи-
мических реакций сложнее. Для этого приходится обратиться к исходным положениям 
моделей. Необходимые соотношения получены в работе [68] на основе анализа различ-
ных вариантов модели химических реакций. 

6.3.1. Ступенчатое присоединение реагентов М к привитым группам Q 
Пусть процесс хемосорбции описывает модель с реакциями 

 Q +    M  
11β
=   MQ, (6.31) 

 Q + 2 M  
12β
=   M2Q. (6.32) 

Проведем мысленный эксперимент: с поверхности КХМК будем извлекать функ-
циональные группы Q, определять их заполнение (группа связана с одной частицей М, 
двумя М, свободна) и возвращать обратно на поверхность. Вероятность в Z испытаниях 
обнаружим ν1 комплексов MQ, ν2 комплексов M2Q, ν3 групп Q описывает полиноми-
альное распределение [69] 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 3Q2Q2M1MQ
321

321Z
ννν

!ν!ν!ν
Z!ν,ν,νW ppp= , (6.33) 

где pMQ, QM2p , pQ  – вероятности обнаружения в единичных испытаниях MQ, M2Q, Q 
соответственно. Сумма вероятностей независимых событий 
 pMQ + QM2p + pQ = 1. (6.34) 

Предположим, что вероятность обнаружить ту или иную частицу равна степени 
ее образования: 
 pMQ = [MQ] / t(Q) = β11 [Q] [M] / t(Q), (6.35) 

 QM2
p  = [M2Q] / t(Q) = β12 [Q] [M]2 / t(Q), (6.36) 

 pQ  = [Q] / t(Q). (6.37) 
Наконец, примем, что равновесная концентрация учитываемого в модели ФПЦ 

комплекса MjQq пропорциональна вероятности обнаружить в q испытаниях j присоеди-
ненных частиц М. Эта вероятность определяется выражением 

 ∑
∈

=
Ξν

)ν,ν,(ν)( 321qq WjW , (6.38) 
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где Ξ – множество целых неотрицательных чисел ν1, ν2, ν3 таких что ν1 +ν2 +ν3 = q; 
j = ν1 + 2⋅ν2. Легко видеть, что константа равновесия 

 j
q

qq
j W

jW

[M](0)

)(
σ )(

⋅
= . (6.39) 

Подставив в формулы (6.38), (6.39) выражения для pMQ, QM2p , pQ, получаем 
окончательную формулу: 

 .20,νβνβ
Ξν !ν!ν!ν

!σ 2
12

1
11

321

)( qjqq
j ≤<×

∈
= ∑  (6.40) 

Уравнение (6.40) содержит только параметры моделей, из чего можно заключить, 
что модель ступенчатого присоединения частиц М к группам Q полностью экви-
валентна модели ФПЦ. 

6.3.2. Ступенчатое присоединение Q к частицам М 
Гораздо интереснее случай ступенчатого присоединения привитых групп Q к М. 

Пусть справедлива модель с реакциями 

 Q  +  M   
11β
= MQ, (6.41) 

 2 Q  +  M   
21β
= MQ2, (6.42) 

Повторяя описанный выше мысленный эксперимент, учтем, что, извлекая одну 
группу Q, связанную в комплекс MQ2, с ней вместе мы извлекаем и другую группу Q. 
Тогда вероятность в G испытаниях обнаружить ν1 комплексов MQ, ν2 комплексов MQ2 
и ν3 групп Q 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 3Q2MQ1MQ
321

321
ννν

!ν!ν!ν
!ν,ν,ν

2
pppGWG = , (6.43) 

причем G = ν1 + ν2 + ν3 при общем числе извлеченных групп q = ν1 + 2⋅ν2 + ν3. Вероят-
ности обнаружения каждой из форм составляют: 
 pMQ    = [MQ] / t(Q) = β11⋅[Q]⋅[M] / t(Q), (6.44) 

 2MQp  = 2 [MQ2] / t(Q) = 2β21⋅[Q]2⋅[M] / t(Q), (6.45) 

 pMQ  = [Q] / t(Q). (6.46) 
Учитывая, что число извлеченных частиц М j = ν1 + ν2, получаем выражение для 

констант устойчивости комплексов MmQq в модели ФПЦ: 

 ,0,ν(Q)νβνβν2
Ξν !ν!ν!ν

!σ 22
21

1
11

2
321

)( qjtGq
j ≤<×

∈
= ∑  (6.47) 

где множество Ξ задают условия: ν1 ≥  0, ν2 ≥  0, ν3 ≥  0; G = ν1 + ν2 + ν3;  j = ν1 + ν2, 
ν1 + 2⋅ν2 + ν3 = q. В частности, для модели фиксированных бидентатных центров 

 (Q)β2β2σ 2111
(2)
1 t⋅+= , (6.48) 

 2
11

(2)
2 βσ = . (6.49) 

В уравнения (6.47), (6.48) входит параметр, зависящий от условий эксперимен-
та – общая концентрация привитых групп t(Q). Может показаться, что меняя t(Q), мож-
но провести дискриминацию моделей – установить, какие из параметров – σ или β – 
меняются при изменении t(Q), а какие – нет, т.е. являются истинными константами. 
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Описание равновесий в рамках «псевдогомогенного» варианта модели химических реа-
кций действительно позволяет, меняя отношение массы навески КХМК к объему жид-
кой фазы, изменить t(Q). Однако переход к «гетерогенному» варианту модели оставля-
ет величину t(Q) неизменной даже при варьировании отношения массы навески к объ-
ему. Если же использовать КХМК с различными концентрациями закрепленных групп, 
то отличия в значениях констант могут быть связаны с различием свойств реагентов на 
поверхности КХМК. Таким образом, никакой адсорбционный эксперимент не позво-
ляет обнаружить различие между моделями ФПЦ и химических реакций. 

Справедливость постулатов решеточной модели адсорбции, служивших основой 
для вывода соотношений (6.47) – (6.49), можно проверить. Следует одни и те же изо-
термы сорбции обработать по моделям ФПЦ и химических реакций, а затем сравнить 
значения )(σ q

j , рассчитанные непосредственно по экспериментальным данным, с вели-

чинами, вычисленными по приведенным выше формулам. Мы неоднократно проделы-
вали такие сопоставления и убедились, что согласие между lg )(σ q

j , найденными по изо-

термам сорбции и расчетным путем, удовлетворительное, расхождения часто лежат в 
пределах погрешностей определения параметров. 

Приведем характерный пример. В работах [70, 71] при 20 оС и ионной силе раст-
вора 0.1 моль/л изучена протонизация молекул н-пропиламина (Q), привитого на по-
верхность аэросила и силикагеля. В модели химических реакций учитывали протони-
рование привитых аминогрупп: 

 Q  +  H+    
11β
=  HQ+ (6.50) 

и их гомосопряжение:  

 2 Q  +  H+    
21β
= +

2HQ . (6.51) 

Параметры модели рассчитывали, применяя «псевдогомогенный» вариант модели 
(концентрации всех реагентов относили к объему водной фазы). Экспериментальные 
данные адекватно воспроизводит также модель фиксированных бидентатных центров с 
реакциями 

 

NH 2

NH 2

+ H+ =
σ1 NH 3

NH 2

+

+
NH 3

NH 3

σ2+ 2H+ =
NH 2

NH 2
+

(2)

(2)

  

(6.52)

(6.53)

 
 Рассчитанные по первичным экспериментальным данным и по формулам (6.48), 
(6.49) величины (2)

1σ , (2)
2σ  приведены в табл. 6.1. Легко убедиться, что константы, вы-

численные двумя способами, совпадают в пределах погрешностей их определения 
(±0.10). 

6.3.3. Неступенчатое присоединение групп Q к частицам М 
Известно, что для КХМК образование закрепленных металлокомплексов состава 

MQ нехарактерно, а комплексы с эквимолярным содержанием металла и лиганда чаще 
всего имеют состав М2Q2 [36]. Комплексы такого состава обнаружены, например, при 
исследовании сорбции из неводных сред хлоридов переходных металлов на кремнезе-
мах, модифицированных азотсодержащими гетероциклами [41, 72, 73]. 
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Таблица 6.1. Параметры равновесий с участием н-пропиламина, закрепленного на 
поверхности кремнезема 

Модель химических 
реакций 

Модель ФПЦ 

lg (2)
1σ  lg (2)

2σ  

Концентрация 
привитых 
лигандов, 
ммоль/л 

lg β11 lg β21 
* ** * ** 

0.47 5.34 7.70 5.68 5.68 10.67 10.68 
0.53 5.83 8.99 6.50 6.38 11.67 11.66 
1.20 6.31 9.92 7.18 7.30 12.61 12.62 
1.53 7.34 11.35 8.82 8.88 14.70 14.68 
2.80 7.58 10.16 8.17 8.19 15.15 15.16 
2.92 7.81 10.78 8.60 8.68 15.62 15.62 
3.50 6.82 9.69 7.64 7.68 13.72 13.64 
3.90 6.50 9.92 7.77 7.90 13.28 13.00 

*   расчет по первичным экспериментальным данным; 
** расчет по формулам (6.48), (6.49). 
 
Считая, что символ М обозначает хлорид MeCl2, Q – привитый лиганд, закреп-

ленным комплексам М2Q2 приписывают состав [MeQ2][MeCl4]. В модели химических 
реакций учитывают процессы: 

 2 Q  +  M   
21β
= MQ2,  (6.54) 

 2 Q  + 2 M   
22β
= M2 Q2,  (6.55) 

Воспользовавшись тем же подходом, который описан выше в п. 6.3.1 и п. 6.3.2, для па-
раметров модели ФПЦ получили [68] выражение: 

 qjtGq
j ≤<+×××+×

∈
= ∑ 0,νν(Q)νβνβνν2

Ξν !ν!ν!ν
!σ 212

21
1

22
21

321

)( , (6.56) 

где множество Ξ определяют условия: ν1 ≥  0, ν2 ≥  0, ν3 ≥  0; G  = ν1 + ν2  + ν3; 
 j = 2⋅ν1 + ν2,  2⋅ν1 + 2⋅ν2 + ν3  = q. Для модели фиксированных бидентатных центров 
(q = 2) формула (6.56) приводит к простым выражениям 

 (Q)β2σ 21
(2)
1 t⋅⋅= , (6.57) 

 (Q)β2σ 22
(2)
2 t⋅⋅= . (6.58) 

В работах [41, 68, 72] охарактеризована сорбция CuCl2 и CoCl2 кремнеземами, 
модифицированными 2-аминометилхинолином (2-АМХ) и 8-аминометилхинолином 
(8-АМХ). Параметры модели ФПЦ (2)

1σ  и (2)
2σ  определяли как непосредственно по изо-

термам сорбции, так и по  формулам (6.57) и (6.58), исходя из значений β21 и β22. Ре-
зультаты вычислений двумя способами представлены  в табл. 6.2 – 6.5. Различия между 
оценками, полученными разными способами, не превышают 0.2–0.3 логарифмической 
единицы при погрешности расчета lg β21 и lg β22 лежащей, как правило, в интервале 
0.05–0.2. 
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Таблица 6.2. Логарифмы констант устойчивости комплексов Cu(II) с молекулами 
2-аминометилхинолина, закрепленного на поверхности аэросила 

Модель химических 
реакций 

Модель ФПЦ 

(2)
1σ  (2)

2σ  

 
Растворитель 

lg β21 lg β22 
* ** * ** 

АЦЛ 6.4 (0.4) 8.8 (0.3) 3.74 (0.20) 4.5 7.06 (0.15) 6.95 
ПК 5.6 (0.3) 9.31 (0.10) 3.71 (0.09) 3.76 7.13 (0.08) 7.47 
МЕТ 6.28 (0.10) 8.84 (0.13) 4.73 (0.04) 4.44 6.82 (0.06) 7.00 
ДМФ 5.48 (0.03) 7.10 (0.20) 3.70 (0.06) 3.64 4.8 (0.7) 5.2 
ДМС 5.99 (0.08)  3.90 (0.10) 4.15   
Вода 5.20 (0.04)  3.08 (0.05) 3.36   
Здесь и далее: 
*    расчет по первичным экспериментальным данным; 
 ** расчет по формулам (6.57), (6.58);  
АЦН – ацетон, АЦЛ – ацетонитрил, ПК – пропиленкарбонат, МЕТ – метанол,  
ДМФ – диметилформамид, ДМС – диметилсульфоксид. 

 
Таблица 6.3. Логарифмы констант устойчивости комплексов Cu(II) с молекулами 

8-аминометилхинолина, закрепленного на поверхности аэросила  
Модель химических 

реакций 
Модель ФПЦ 

(2)
1σ  (2)

2σ  

 
Растворитель 

lg β21 lg β22 
* ** * ** 

АЦЛ 5.92 (0.16) 9.12 (0.11) 4.00 (0.08) 4.14 6.79 (0.10) 7.23 
ПК 5.07 (0.12) 8.60 (0.14) 3.31 (0.10) 3.29 6.47 (0.07) 6.82 
ДМФ 4.85 (0.03) 5.37 (0.19) 2.94 (0.11) 3.07 4.3 (0.4) 4.55 
ДМС 4.85 (0.03) 5.1 (0.4) 2.73 (0.04) 3.05   
Вода 4.43 (0.03) 5.63 (0.11) 2.47 (0.04) 2.65   

 
Таблица 6.4. Логарифмы констант устойчивости комплексов Cо(II) с молекулами 

2-аминометилхинолина, закрепленного на поверхности аэросила 
Модель химических 

реакций 
Модель ФПЦ 

(2)
1σ  (2)

2σ  

 
Растворитель 

lg β21 lg β22 
* ** * ** 

АЦН  9.38 (0.03) 3.64 (0.03)  7.22 (0.04) 7.54 
АЦЛ 7.45 (0.08) 10.35 (0.09) 4.95 (0.20) 5.41 8.23 (0.20) 8.52 

МЕТ 5.03 (0.02) 6.29 (0.12) 2.95 (0.03) 3.19  4.45 
ДМФ 5.73 (0.02)  3.67 (0.06) 3.89   
ДМС 4.57 (0.03)  2.58 (0.05) 2.73   

 
6.3.4. Различные варианты модели химических реакций как следствие 

общей решеточной модели 
Параметры модели фиксированных бидентатных центров (2)

1σ  и (2)
2σ  связаны с 

параметрами различных вариантов модели химических реакций: формулами (6.48), 
(6.49) – с вариантом ступенчатого присоединения Q к М; формулами (6.57), (6.58) – с 
вариантом неступенчатого присоединения. Следовательно, между этими вариантами 
модели химических реакций существует однозначное соответствие.  
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Таблица 6.5. Логарифмы констант устойчивости комплексов Cо(II) с молекулами 
8-аминометилхинолина, закрепленного на поверхности аэросила 

Модель химических 
реакций 

Модель ФПЦ 

(2)
1σ  (2)

2σ  

 
Растворитель 

lg β21 lg β22 
* ** * ** 

АЦН  9.54 (0.05) 3.92 (0.3)  7.52 (0.18) 7.76 
АЦЛ 5.86 (0.20) 8.78 (0.15) 3.93 (0.10) 4.07 7.33 (0.15) 7.00 
ПК 5.0 (0.7) 8.23 (0.20) 3.56 (0.20) 3.23 5.8 (0.4) 6.4 
ДМФ 4.82 (0.02)  2.79 (0.06) 3.04   
ДМС 3.48 (0.04) 4.1 (0.5) 1.64 (0.03) 1.70  2.2 
 
Пусть /

11β  и /
21β  – константы устойчивости комплексов MQ и MQ2 в модели сту-

пенчатого присоединения групп Q к частицам М, а //
22β  и //

21β – константы устойчивости 
комплексов M2Q2 и MQ2 для случая неступенчатого присоединения Q. Тогда можно за-
писать:  

 (Q)β2σ(Q)β2β2 //
21

(2)
1

/
21

/
11 tt ⋅⋅==⋅⋅+⋅ , (6.59) 

 ( ) (Q)β2σβ //
22

(2)
2

2/
11 t⋅⋅== , (6.60) 

откуда следует 

 (Q)/βββ /
11

/
21

//
21 t+= , (6.61) 

 ( ) (Q)2/ββ 2/
11

//
22 t= . (6.62) 

Некоторые результаты расчета //
21β lg  и //

22β lg  по первичным экспериментальным 
данным и по формулам (6.61), (6.62) приведены в табл. 6.6. Согласие между двумя ва-
риантами расчета вполне удовлетворительное. 

 
Таблица 6.6. Логарифмы констант устойчивости закрепленных комплексов для двух 

вариантов модели химических реакций 
//
22β lg  //

21β lg  Сорбат Растворитель 

* ** * ** 
сорбент SiO2–2-АМХ 

CuCl2 ПК 9.3 8.9 5.6 5.6 
CuCl2 ДМФ 7.1 7.0 5.48 5.46 
CuCl2 МЕТ 8.8 8.2 6.28 6.13 
CоCl2 АЦЛ 10.35 9.8 7.45 7.12 
CоCl2 МЕТ 6.3 5.9 5.03 5.02 
CоCl2 ДМС – 5.0 4.57 4.36 

сорбент SiO2–8-АМХ 
CuCl2 АЦЛ 9.1 8.5 5.92 5.84 
CuCl2 ПК 8.6 8.2 5.07 5.32 
CuCl2 ДМФ 5.4 5.7 4.85 4.76 

*   расчет по первичным экспериментальным данным; 
** расчет по формулам (6.61), (6.62). 
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Справедливость соотношений (6.61), (6.62) можно проверить и другим спосо-
бом. Из уравнения (6.60) следует, что 

 ( )(Q)lg2lgβlg0.5βlg //
22

/
11 t++×= . (6.63) 

Применив линейный метод наименьших квадратов к данным табл. 6.6, результатам ис-
следования устойчивости комплексов Co(II) и Cu(II) с привитым н-пропиламином [39] 
и комплексов Co(II) и Cu(II) с закрепленными на поверхности с 2,2'-дипиридилом и 
1,10-фенантролином [73], нашли уравнение 

 ( )(Q)lg2lgβlg0.04)0.50(0.3)(0.2βlg //
22

/
11 t++×±+±−= , (6.64) 

согласующееся с теоретической моделью (6.63) (рис. 6.1). 

3 4 5 6 7 8 9 10
1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

)Q(lg2lgβlg //
22 t++

/
11βlg

 
Рис. 6.1. Проверка справедливости уравнения (6.63). 

 
Таким образом, зная параметры для одного варианта модели химичес-

ких реакций, можно при необходимости рассчитать параметры для другого 
варианта. Важно отметить, что подобную ситуацию невозможно предста-
вить для комплексообразования в растворах. Однозначное соответствие ме-
жду параметрами разных моделей, описывающих хемосорбцию на поверх-
ности КХМК – следствие того, что все эти модели представляют собой дета-
лизацию одной общей решеточной модели. 

 

6.3.5. К описанию надмолекулы КХМК как единого центра связывания 
Таким образом, мы убедились, что модели СПЦ, ФПЦ и химических реакций 

можно рассматривать как варианты одной, более общей – решеточной модели. 
Обоснование этих моделей с учетом надмолекулярного характера КХМК теперь 

очевидно. Задав в модели ФПЦ размер полидентатного центра связывания q равным 
числу функциональных групп Q в надмолекуле КХМК, можно подставить в  формулы 
(6.40), (6.47), (6.56) константы равновесия, найденные в модели химических реакций 
или непосредственно по экспериментальным данным, или пересчетом из параметров 
моделей СПЦ и ФПЦ, и перейти к константам γn, описывающим КХМК как единый 
центр связывания низкомолекулярных частиц М. 

Для макромолекул такой переход описан Ч. Тенфордом, рассмотревшим для по-
лиэлектролитов связь констант γn с константами диссоциации отдельных функциональ-
ных групп [74]. На случай нескольких реакций подход Тенфорда распространен 
Л.С. Николаевой и соавт. [75, 76]. Можно догадаться, что формулы из работы [75] ана-
логичны полученным нами, хотя в них и не указаны значения некоторых параметров, 
необходимых для проведения расчетов. Существует мнение [77], что для высокомоле-
кулярных комплексообразующих соединений есть два принципиально различных под-
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хода к описанию равновесий. Один, требующий рассматривать макромолекулу как 
единый центр связывания, противопоставлен другому, основанному на принципе 
Флори для бесконечно больших цепей1 и предусматривающему расчет констант равно-
весия реакций с участием отдельных функциональных групп. Авторы [77], однако, не 
учитывают, что отдельные функциональные группы полимера не могут быть Гиббсов-
скими компонентами системы, и, значит, второй подход приемлем лишь в той мере, в 
какой допускает переход к описанию макромолекулы как целого. 

                                                 
1 Реакционная способность хелатирующих фрагментов не зависит от их расположения в цепи или в низкомоле-
кулярном аналоге [77]. 

ГЛАВА 7. ЯВНЫЙ УЧЕТ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ 
НЕОДНОРОДНОСТИ КХМК 

При оценке энергетической неоднородности КХМК максимально ограничивают 
список учитываемых химических форм и описывают изотермы сорбции, допуская эне-
ргетическую неоднородность стехиометрически идентичных форм («биографическая 
неоднородность» [78]) или/и изменение констант устойчивости форм по мере заполне-
ния поверхности сорбатом («эволюционная неоднородность»). Как мы убедимся, эти 
типы неоднородности в адсорбционных экспериментах неразличимы. 

Примем, что взаимодействие компонента раствора М с закрепленной группой Q 
передает уравнение реакции 
 M + Q = MQ (7.1) 
где MQ – закрепленный комплекс. Определим некоторые величины, необходимые для 
дальнейшего обсуждения. 

1. Степень заполнения поверхности сорбатом (степень связывания привитых 
групп; степень образования комплексов MQ) 

 
)Q(

]M[)M()Q(]MQ[M])([
t

ttf −
== . (7.2) 

В уравнении (7.2) и далее общая концентрация t(Q) отнесена к объему раствора и изме-
рена в моль/л. Величина f([M]) пропорциональна адсорбции g(M):  

 
)Q(

(M)([M])
tV
agf

⋅
⋅= . (7.3) 

2. Концентрационная константа равновесия реакции (7.1) 

 
[Q][M]

[MQ]
⋅

=K . (7.4) 

Примем также, что эксперимент выполнен так, что в каждой точке изотермы 
сорбции известны f([M]) и рМ = -lg [M], по которым можно рассчитать значения 

 pM
])M([1

])M([lglg +
−

=
f

fK . (7.5) 

7.1. Модель непрерывного распределения констант равновесия 
7.1.1. Структурная идентификация модели 

Биографическую неоднородность КХМК могут вызывать различия в топографии 
закрепленных реагентов, неодинаковая сольватация привитых групп и комплексов, не-
однородность размеров пор сорбентов и т.п. Модель непрерывного распределения кон-
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стант равновесия [79, 80] на феноменологическом уровне учитывает действие всех 
факторов и предназначена для численного оценивания биографической энергетической 
неоднородности КХМК. Под энергетической неоднородностью понимаем различие 
стандартных химических потенциалов привитых на поверхность реагентов, имеющих 
одинаковый стехиометрический состав. 

Рассмотрим реакцию (7.1). Константа ее равновесия 

 ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −−
−=

RT
K

0
Q

0
M

0
MQ µµµ

exp , (7.6) 

где µ0 – соответствующие стандартные химические потенциалы. Согласно определе-
нию биографической энергетической неоднородности, стандартные химические потен-
циалы привитых групп Q и закрепленных комплексов MQ не являются точечными зна-
чениями. Напротив, стандартные состояния Q и MQ описывают множества величин 

}{µ0
Q  и }µ{ 0

MQ . Следовательно, и константу равновесия реакции (7.1) представляет 
множество значений {Ki}. Введем функцию распределения групп по константам равно-
весия p(K). Эта функция показывает, какую часть закрепленных групп от их общего 
числа характеризует то или иное значение K. По физическому смыслу p(K) – плотность 
вероятности K. 

Для структурной идентификации модели следует связать p(K) с эксперименталь-
ными величинами t(M), t(Q) и [M]. Из последних по формуле (7.2) находят f([M]) – 
степень образования комплексов MQ. В дальнейшем считаем заданной таблично функ-
цию f([M]) (таблица содержит наборы пар значений [M] и f([M])), причем и [M], и 
f([M]) содержат погрешности. 

Обозначим t(Qi) общую концентрацию групп Qi с константой Ki: 
 t(Qi)  =   [Qi] + [MQi]   =   [Qi] + Ki ⋅ [Qi] ⋅ [M] (7.7) 
Доля групп Qi  

 ∑==
i

iiii ttttKp )Q()Q()Q()Q()( . (7.8) 

Равновесная концентрация [MQ] – это сумма концентраций всех форм [MQi], а степень 
образования комплексов MQ 

 ∑ ⋅⋅=
i

ii tKf )Q(]M[]Q[M])([ . (7.9) 

Подставив в формулу (7.9) выражения для 
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= , (7.10) 

имеем: 
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Согласно (7.11), f([M]) – функция единственного экспериментального параметра – рав-
новесной концентрации [M]. 

Поскольку закрепленных групп много и свойства их близки, перейдем от дис-
кретной функции распределения к непрерывной. Выполнив в (7.11) предельный пере-
ход от суммы к интегралу, получаем: 

 ∫
∞

⋅=
0

])M[,()(])M([ dKKYKpf , (7.12) 

где ядро интегрального уравнения 
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]M[1

]M[])M[,(
K

KKY
+

= , (7.13) 

Поскольку p(K) – плотность вероятности, должны выполняться условия неотри-
цательности 
 р(К) ≥ 0 (7.14) 
и нормировки 

 ∫
∞

=
0

1)( dKKp . (7.15) 

Для расчета p(K) необходимо решить интегральное уравнение (7.12) – Фредгольма I 
рода [81, 82]. Уравнение (7.12) математически идентично уравнению, предложенному 
Ленгмюром для описания физической адсорбции на энергетически неоднородной по-
верхности [82, 83]. Уравнения, подобные (7.12), используют для характеристики прото-
литических и комплексообразующих свойств гумусовых кислот и связывания малых 
молекул белками [84–99]. 

Заметим, что термин «энергетическая неоднородность» понимают по-разному. 
При описании физической сорбции из газовых и жидких растворов считают, что связы-
вание сорбата различными центрами поверхности характеризуют разные теплоты ад-
сорбции, а энтропия сорбции для всех центров постоянна [83, 100]. Изучая хемосорб-
цию из растворов или моделируя взаимодействие молекул и ионов с функциональными 
группами растворимых высокомолекулярных соединений (фульвокислот, белков и 
т.п.), оценивают, как правило, функцию распределения центров связывания по кон-
стантам равновесия, т.е. постулат о постоянстве энтропии не вводят [84, 85, 101]. 

Кроме уравнения (7.12), возможен еще один способ структурной идентификации 
модели. Перейдем от дифференциальной функции распределения р(К) к интегральной 

 ∫=
K

dxxpKP
0

.)()(  (7.16) 

О функции Р(К) известно, что она неубывающая: 
 dP(K) / dK = p(K) ≥ 0 (7.17) 
и ограниченная: 
 0 ≤ P(K) ≤ 1. (7.18) 

Проинтегрировав (7.12) по частям и использовав очевидные асимптотики, полу-
чаем [38, 79, 80] новое интегральное уравнение, решением которого служит Р(К): 

 dK
K

KPf ∫
∞

⋅+
=−=ϑ

0
2[M])(1

[M])(([M])1([M]) . (7.19) 

Кроме самих дифференциальной и интегральной функций распределения, для ин-
терпретации результатов расчетов полезны моменты распределения: 

 математическое ожидание К1    ∫
∞

⋅=
0

)( dKKpKE , (7.20) 

 дисперсия     ∫
∞

⋅−=
0

2
2 )()(µ~ dKKpEK , (7.21) 

                                                 
1 Среднее значение 
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 третий центральный момент1 ∫
∞

⋅−=
0

3
3 )()(µ~ dKKpEK . (7.22) 

Поскольку интервал изменения К и [M] может достигать нескольких порядков, 
удобнее от К и [M] перейти к их логарифмам. Тогда уравнения (7.12), (7.19) переходят 
[80] в выражения 

 f(ln [M]) = ∫
∞

∞−
−−+

−−
× Kd

K
KKp ln

)ln]M[lnexp(1
)ln]M[lnexp()(ln , (7.23) 

 . ln
)} ln[M] lnexp({1

) ln[M] lnexp() (ln[M]) (ln1[M])(ln 2∫
∞

∞− −−+

−−
×=−=ϑ Kd

K
KKPf  (7.24) 

 
Если бы зависимость f(ln[M]) была задана аналитически, интегральные преобра-

зования [81, 102] легко предоставили бы оценку р(ln K). Применив к (7.23) прямое и 
обратное преобразование Фурье, М.И. Темкин и В. Левич показали [103], что для за-
данной аналитически и допускающей продолжение в комплексную плоскость функции 
f(ln[M]) функцию распределения p(ln K) можно получить в виде 

 [ ] [ ] K
i

K
ii efefef

i
Kp ln]Mln[

π]Mln[
ln]Mln[

π]Mln[π]Mln[ )(Im
π
1)()(

π2
1)(ln −=

+
−=

−+ =−= .(7.25) 

Уравнение (7.25) ограничивается функциями f(ln[M]), не имеющих особых точек в по-
лосе -π < Im(ln [M]) < π. Впоследствии этот результат воспроизвел Р. Сипс [104]. 
О.М.Тодес и соавт. [100] разложили выражение (7.25) в ряд Тейлора и получили равно-
ценную формулу, более удобную для практического использования: 
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Экспериментальные зависимости f(ln [M]) заданы таблично, а не аналитически, в 
силу чего непосредственный расчет реальных распределений р(ln К) по формулам 
(7.25), (7.26) невозможен. Вместе с тем, на их основе выполнены поучительные моде-
льные вычисления [105, 106]. 

Выражения, аналогичные формулам (7.25), (7.26), можно получить и для функ-
ций ϑ(ln [M]) и P(ln K). Выведем их операторным методом [80]. Для этого сначала пре-
образуем уравнение (7.24) в дифференциальное. Проведем следующие замены пере-
менных: s = ln K; ds = dK/K; p(K) = p(s)/K; x = -ln [M] и получим 

 ∫
∞

∞−

−⋅=ϑ ds,xsFspx )()()(  (7.27) 

где 
 F(s-x) = 1 / {1 + exp(s-x)}. (7.28) 
Проинтегрируем выражение (7.28) по частям: 

 ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞
∞− −′⋅=−′⋅−−⋅=ϑ ,)()()()()()()( dsxsFsPdsxsFsPxsFsPx ss  (7.29) 

где штрих – символ дифференцирования. Обозначим y = s – x; s = y + x; ds = dy и из 
формул (7.27), (7.28) получим: 

                                                 
1 Для симметричных распределений 3µ~ = 0. 
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 ,)]exp(1/[)exp()( 2' yyyFy +−=  (7.30) 

 ∫
∞

∞−

⋅+−=ϑ dyyFxyPx y )()()( ' . (7.31) 

Введем оператор дифференцирования δ = d / dx и разложим интегральную функцию 
распределения P(y+x) в ряд Тейлора в окрестности точки x1: 

 ...)(δ
!2

)(δ)()( 2
2

+⋅+⋅+=+ xPyxPyxPxyP  (7.32) 

Применив разложение экспоненты в ряд Маклорена, перепишем формулу (7.32) в виде: 

 )()δexp()( xPyxyP ⋅=+ . (7.33) 

Подставив в (7.31) выражения (7.30) и (7.32), получаем интегральное уравнение: 
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Проинтегрируем его, обозначив η = exp(y); dη = exp(y)⋅dy: 

 
( )

( )∫
∞

∞−
−==⋅δ=

+
=ϑ ln[M]ln2

2
 )(cosec(ππδ)(

η1
η)( KxxPxPx . (7.35) 

В формуле (7.35) x – это ln K в случае P(x) и -ln [M] в случае ϑ(x). Перейдя в выраже-
нии (7.35) к ряду функции сosec, получаем дифференциальное уравнение: 
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 (7.36) 

Если ϑ(x) – аналитическая функция, уравнение (7.36) решается операторным ме-
тодом2: 
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 (7.37) 

Формулы (7.36) и (7.37), дающие решение прямой и обратной задачи оценки 
энергетической неоднородности при условии, что можно вычислить соответствующие 
производные, понадобятся нам в п. 7.3 для исследования связи между моделями непре-
рывного распределения констант и электростатической и в гл. 8 при построении чис-
ленно устойчивых алгоритмов расчета p(ln K). 

                                                 
1 Разлагая P(y+x) в ряд Тейлора, мы считаем функцию P(x) аналитической. 
2 Впервые формулу (7.36) получили О.М. Тодес и соавт. [100], применив преобразование Лапласа к аналити-
чески заданной функции ϑ(ln [M]).  
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7.1.2. Описание КХМК как единого надмолекулярного объекта в модели 
непрерывного распределения констант равновесия 

Для обоснования модели непрерывного распределения нужно показать, что 
функции р(К) и Р(К) допускают переход к константам равновесия γn, описывающим 
КХМК {SiO2)xQy} как единый y-дентатный центр связывания. 

Воспользуемся известным результатом [65, 66], что кривая титрования раствора 
y-основных кислоты или основания идентична кривой титрования эквимолярной смеси 
y одноосновных кислот (оснований), если константы протонирования сопряженных 
одноосновных оснований (Ki) и общие константы протонирования y-основного основа-
ния (γn) связаны соотношениями 

 ∑
Ξ∈

××××=

i
yin

yi KKKK
ν

ν...νννγ 2
2

1
1 ,  n = 1, 2, ..., y, (7.38) 

где множество Ξ задается условиями 

 νi ≤ 1; νi ≥ 0; ....,,2,1,ν
1

yin
y

i
i ==∑

=

 (7.39) 

Например, для y = 3 
 γ1 = K1 + K2 + K3, (7.40) 

 γ2 = K1⋅K2 + K1⋅K3 + K2⋅K3, (7.41) 

 γ3 = K1⋅K2⋅K3.  (7.42) 
Аппроксимируем непрерывную интегральную функцию распределения P(K) 

y-ступенчатой функцией (рис. 7.1). При больших y погрешность аппроксимации P(K) 
ничтожно мала. Теперь по формулам (7.38) можно перейти от набора констант Ki к на-
бору констант γn, которые столь же хорошо, как Ki, опишут экспериментальную изо-
терму адсорбции, но характеризуют комплексообразующий кремнезем {SiO2)xQy} как 
единый y-дентатный центр связывания. 

0

1

1/yP(K)

K  
Рис. 7.1. Представление интегральной функции распределения P(K) y-ступенчатой 

функцией. 

7.1.3. Распространение модели на случай ступенчатого присоединения 
сорбтива М к группам Q 

Модель непрерывного распределения констант была приспособлена [79] и для 
описания системы ступенчатых равновесий 

 QMj-1 + M 
jK

=  QMj,    j =1, 2, ..., J.  (7.43) 
Как указано выше, систему с J-ступенчатыми равновесиями можно описывать и как 
систему J одноступенчатых равновесий 
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 Qj
* + M 

jF
=  Qj

*M,    j = 1, 2, ..., J,  (7.44) 

где Qj
* – j-й комплексообразователь (условная частица). Формулы (7.38) связывают Fj и 

Kj [66]. Известно также, что при больших различиях (три и более порядков) в Kj пара-
метры Fj практически от них не отличаются [65, 66]. 

Таким образом, если каждая привитая группа Q способна присоединить не одну, 
а J частиц М, расчет f([M]) следует вести по формуле 

  ∑
=

−=
J

j
jttf

1

* )(Q/[M]}(M){])M([ , (7.45) 

где (Q))(Q
1

* tJt
J

i
j ⋅=∑

=

. Обработка вычисленных таким способом зависимостей f([M]) 

приведет к функции распределения p(F). Если у p(F) окажется J достаточно далеких 
друг от друга максимумов, то ее вполне резонно интерпретировать как р(К), плотность 
вероятности ступенчатых констант равновесия. 

 
Модель непрерывного распределения констант равновесия позволяет, в принци-

пе, описывать конкурентную сорбцию нескольких реагентов Мl, l = 1, 2, ..., L, на энер-
гетически неоднородной поверхности. В этом случае эксперимент должен предостав-
лять информацию о заполнении поверхности каждым из сорбтивов Ml как функции 
равновесных концентраций всех реагентов Ml в растворе, а расчету подлежит L-мерная 
функция распределения p(K1, K2, ..., KL). Однако если для оценки функции р(К) при од-
нокомпонентной сорбции нужно N экспериментальных точек, то для расчета с такой же 
точностью многомерной функции распределения необходимо располагать, как мини-
мум, NL измерениями. Вот почему и до сего дня даже для двухкомпонентной сорбции 
необходимые экспериментальные данные не получены. Надеясь обойтись меньшим 
объемом экспериментальных данных, в ряде работ [38, 101, 106, 107] рассматривали 
или независимую сорбцию реагентов Мl, или сорбцию полностью коррелированную. В 
первом случае многомерную функцию распределения представляют в виде  

 p(K1, K2, ..., KL) = )(
1

l
L

l
Kp

=
Π . (7.46) 

Во втором – принимают, что функции распределения разных компонентов имеют оди-
наковый вид (конгруэнтны), между параметрами функций существует однозначная 
связь, и вместо L-мерной функции распределения ищут одномерную. Пусть, например, 
в случае двухкомпонентной сорбции центр связывания Qj присоединяет сорбтив М1 с 
некоторой константой равновесия Кj1, компонент М2 – с константой Кj2. Гипотеза конг-
руэнтности означает, что между Кj1 и Кj2 существуют однозначные функциональные 
связи: Кj1 = )2(~

jKf , Кj2 = )1(~
jKg , т.е. при сорбции М1 на центре Qj, характеризуемом 

константой Кj1, сорбция М2 будет с единичной вероятностью характеризоваться конс-
тантой Кj2. В таком случае функцию распределения можно записать [38] как 

 p(K1, К2) = p1(K1)⋅δ[K2 - )(~
1Kg ] = p2(K2)⋅δ[K1 - )(~

2Kf ], (7.47) 

где δ – дельта-функция. К сожалению, вопрос о применимости упрощающих предполо-
жений при расчете многомерных функций распределения остается открытым из-за от-
сутствия необходимых экспериментальных данных. 
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7.2. Электростатическая модель 
7.2.1. Возникновение эволюционной неоднородности 

Электростатическую модель широко используют для описания ионной сорбции 
на поверхности жестких матриц. В случае сорбции на КХМК модель применима, если 
реагенты заряжены, например, группы Q электронейтральны, а сорбтив M и закреплен-
ный комплекс MQ несут заряд. Постулируется, что вследствие связывания заряженных 
частиц закрепленными группами на поверхности КХМК создается заряженный адсорб-
ционный монослой, а в прилегающем объеме раствора формируется двойной электри-
ческий слой (ДЭС). Упрощенная схема строения ДЭС по [108] представлена на 
рис. 7.2.  

Ψ

Ψδ

Ψ0

z
 

Рис. 7.2. Схема строения двойного электрического слоя. 

На заряды ионов в растворе действует электростатический потенциал поверхно-
сти, вследствие чего ДЭС является неоднородным. Согласно закону Больцмана, рас-
пределение концентраций противоионов и коионов в диффузной части ДЭС по нор-
мали к поверхности описывает уравнение [101, 109, 110] 

 )
)(

exp()( 0 RT
zF

czc
Ψ

±φ⋅= m , (7.48) 

где c0 – концентрация электролита вне ДЭС, φ – заряды ионов в атомных единицах, 
Ψ(z) – потенциал на расстоянии z от поверхности, F – число Фарадея. 

Электростатическая модель описывает хемосорбцию ионов M на одноименно 
заряженной поверхности. Считают, что изменение энергии Гиббса при сорбции 1 моль 
M состоит из двух слагаемых: 
 ∆G = -2.3RT ⋅ lg K =  ∆Gхим + ∆Gэл, (7.49) 
где ∆Gхим – вклад, обусловленный химическим взаимодействием, 
 ∆Gхим = µ0

MQ – µ0
M – µ0

Q = -2.3RT⋅lg K0, (7.50) 
K0 – «характеристическая» константа равновесия, ∆Gэл – работа переноса 1 моль M из 
раствора на заряженную поверхность. С ростом степени заполнения поверхности заря-
женными комплексами растет сила электростатического отталкивания M от поверхно-
сти. Как результат, при связывании каждой следующей частицы M требуются все боль-
шая работа против сил электростатического поля ∆Gэл. Это на феноменологическом 
уровне проявляется в том, что рассчитываемая в каждой экспериментальной точке кон-
станта равновесия K с ростом f([M]) должна снижаться. 

Неоднородность распределения ко- и противоионов по нормали к поверхности z 
отсутствовала до начала реакции (7.1) и нарастает по мере заполнения поверхности за-
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ряженными комплексами. Следовательно, электростатическая модель описывает эво-
люционную неоднородность. 

Для структурной идентификации электростатической модели следует задать вид 
зависимости K(f), для чего, в свою очередь, нужно рассчитать ∆Gэл. Для оценки ∆Gэл 
используют  более или менее усложненные молекулярные модели ДЭС [101, 109, 111]. 
Рассмотрим сначала примитивный (простейший) вариант модели, в котором расчет 
∆Gэл выполняется достаточно просто. 

7.2.2. Структурная идентификация простейшего варианта 
электростатической модели 

Простейший вариант модели известен и применяется достаточно давно (см., на-
пример, [37, 112, 113]). Вместе с тем, все предпосылки, составляющие его основу, явно 
не формулировали. Уравнения, применяемые для обработки изотерм сорбции, можно 
получить, 

• предположив, что реакция хемосорбции ведет к образованию единственного про-
дукта MQ; 

• заменив неоднородное дискретное распределения зарядов на поверхности непре-
рывным однородным; 

• считая ионы в растворе точечными зарядами, 
• рассматривая ДЭС как плоский заряженный конденсатор1, 
• постулируя постоянство диэлектрической проницаемости в ДЭС. 

Тогда, согласно [109, 111], 
 0эл∆ Ψ⋅⋅φ= FG , (7.51) 

 
εε

σΨ
0

пов
0 ⋅

⋅
=

d , (7.52) 

где d – толщина ДЭС, σпов – поверхностная плотность заряда, 

 
уд

пов
(Q)M])([σ

S
tVf ⋅⋅

= , (7.53) 

Sуд – удельная поверхность КХМК, м2/г, ε – диэлектрическая проницаемость среды, ε0 – 
электростатическая постоянная. Окончательно для ∆Gэл получаем: 

 
0уд

эл
)Q(])M([∆

ε⋅ε⋅
⋅⋅⋅⋅φ

×=
S

dtVFfG . (7.54) 

Если параметры d, ε, V и Sуд сохраняются неизменными при заполнении поверхности 
сорбатом, то положительный сомножитель после f([M]) в формуле (7.54) постоянен, 
 ∆Gэл = 2.3RT⋅b⋅ f([M]). (7.55) 
Тогда, очевидно, 

 ])M([lg
3.2

∆∆lg 0
элхим fbK

RT
GGK ⋅−=

+
−= . (7.56) 

Подставив в формулу (7.5) выражение (7.56), получаем уравнение, задающее структуру 
простейшего варианта электростатической модели и позволяющее при известных lg K0 
и b найти f как функцию pM: 

 pM
])M([1

])M([lg])M([lg 0 =
−

−⋅−
f

ffbK . (7.57) 

                                                 
1 Это эквивалетно модели ДЭС Гуи-Чепмена, не учитывающей слой Штерна. 
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Уравнение (7.57) задает функцию f([M]) неявно: расчет f([M]) для заданных значений 
lg K0, b и pM выполняется численно. Обрабатывая зависимость f([M]), следует 

1) в каждой экспериментальной точке по формуле (7.5) рассчитать lg K;  
2) построить зависимость lg K от f([M]). Если зависимость линейна, то можно 

сделать вывод о применимости модели; свободный член зависимости дает оценку lg K0. 
Переход от параметров lg K0 и b к константам γn, характеризующим КХМК как 

целое, тривиален: для этого достаточно дискретные γn аппроксимировать функцией 
 γ{f([M])} = K0 ⋅ 10-b⋅f(M]). (7.58) 

7.2.3. Усовершенствованные варианты модели 
Простейший вариант электростатической модели неоднократно подвергался кри-

тике. Отмечали недостоверность его исходных предпосылок: диэлектрическая прони-
цаемость растворителя может вблизи заряженной поверхности меняться на порядок; 
ионы нельзя рассматривать как точечные заряды и т.п. [111]. Но главный просчет мо-
дели видят [114] в ее внутренней противоречивости, соединении несовместимых эле-
ментов: с одной стороны, принимают, что реагенты M жестко фиксируются на повер-
хности, с другой – рассматривают электростатическое поле, создаваемое усредненным, 
«размазанным» зарядом свободно перемещающихся по поверхности ионов.  

Развитие электростатической модели шло по пути преодоления ограничений и 
упрощений, использованных в ее простейшем варианте. 

В ряде работ [101, 115–119] не использовали предположения о равномерном рас-
пределении заряда по поверхности и рассматривали неоднородное поле дискретных 
зарядов. Такой подход невероятно усложняет применение модели, поскольку вместо 
потенциала или заряда, равномерно усредненных по поверхности, в граничных усло-
виях возникают микропотенциалы или микрозаряды в местах нахождения ионов на са-
мой поверхности или в плотном слое, либо функции распределения потенциала или 
плотности заряда по поверхности (дискретные или непрерывные). Как показали рас-
четы на основе линеаризованного уравнения Пуассона-Больцмана [57, 115, 119], влия-
ние поверхностной неоднородности заряда проявляется на сравнительно небольших 
расстояниях, порядка периода решетки, в узлах которой расположены поверхностные 
заряды. Вместе с тем, пренебрежение реальной неоднородностью поверхностного за-
ряда чревато существенными погрешностями [119]. К сожалению, априорная информа-
ция, необходимая для учета дискретного распределения зарядов, для комплексообра-
зующих кремнеземов пока недоступна. 

В модели распределения зарядов (Charge Distribution MUltiply SIte Complexation, 
CD MUSIC) [101, 117, 118] принимают, что заряженные поверхностные комплексы 
имеют определенный размер, и в рамках многослойных (трех- или четырехслойных) 
моделей ДЭС [116, 120, 121] рассматривают пространственное распределение зарядов 
в приповерхностном слое. При этом считают, что заряд сорбата распределен как по по-
верхности, так и по объему. Модель допускает учет эффектов биографической (лоскут-
ковой) неоднородности поверхности – наличие центров связывания с различными ха-
рактеристическими константами К0. Трудность применения такой концептуально раз-
витой модели состоит в том, что, помимо K0, она нуждается в значениях еще несколь-
ких подгоночных параметров [118], которым для сорбции на поверхности оксидов и 
гидроксидов приписаны определенные значения, но для КХМК эти параметры неиз-
вестны. 

В недавних работах [1–126] пересмотрели еще один постулат – постоянство ди-
электрической проницаемости растворителя вблизи заряженной поверхности и приня-
ли для зависимости ε(z) приближение Буса-Кирквуда [124]: 

 ,])(gradω[1ε)ε( 2Ψ⋅−×= ∞=zz  (7.59) 

где z – расстояние от поверхности, ω – постоянная Буса порядка 10-17 м2⋅В-2. Результаты 
моделирования показали, что учет пространственной дисперсии ε, значительно услож-



Часть  II .  Содержательные  физико-химические  модели  равновесий  

 58

няя математическую сторону вопроса, не приводит к каким-либо качественным измене-
ниям [124]. 

Наиболее распространенные модификации электростатической модели связаны с 
учетом в модели не одной, а нескольких поверхностных химических реакций. Эти мо-
дификации получили названия моделей «сharge regulation», «surface ionization», «sur-
face complexation», «site-binding» [101, 116, 118, 127–134]. В этих моделях набор про-
исходящих на поверхности реакций постулируют на основе априорных соображений. 
Электростатический потенциал оценивают, пользуясь большими или меньшими при-
ближениями в описании ДЭС. Моделирование ионной сорбции на поверхности 
(гидр)оксидов существенно облегчается при использовании соответствующих про-
грамм для ЭВМ [135–139]. Учет в рассматриваемых моделях множества реакций при-
водит к  расширению набора подгоночных параметров, что позволяет успешно аппрок-
симировать экспериментальные изотермы сорбции. Вместе с тем, расширение набора 
подгоночных параметров имеет больше недостатков, чем достоинств: модели становят-
ся переопределенными, значения параметров высоко коррелированными, и, значит, ка-
чественные суждения о глубине протекания поверхностных реакций, о характере и сте-
пени связывания противоионов у заряженных поверхностных центров становятся весь-
ма зыбкими [123]. 

По нашему мнению, наибольший интерес для физической химии комплексообра-
зующих кремнеземов представляют те модификации электростатической модели, кото-
рые соединяют простоту применения с реалистическим учетом основных особенностей 
электростатических взаимодействий в приповерхностном слое КХМК. С таких позиций 
наиболее привлекательной выглядит модель В.Л. Бударина и соавт. [140, 141], развитая 
для описания протолитических свойств кремнеземов с привитыми на поверхность ос-
нованиями. На основе модели ДЭС Гуи-Чепмена авторы [140, 141] построили аналити-
ческие уравнения, позволяющие прогнозировать влияние ионной силы раствора и по-
верхностной концентрации закрепленных групп на протолитические равновесия. Со-
гласно [141], при протонировании закрепленной группы 
 Q + H+ = QH+ (7.60) 
концентрация ионов водорода в растворе  
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 (7.61) 

где f([H+]) – степень протонизации, раствор
HK  – константа протонизации Q  в растворе, 

χпов – коэффициент активности поверхности, в обобщенном виде учитывающий хими-
ческие изменения, происходящие с реагентами Q и HQ+ при закреплении на поверхнос-
ти кремнезема, 
 В = F2 / (2ε ⋅ε0 ⋅ RT), (7.62) 
F – число Фарадея, сQ – поверхностная концентрация закрепленных групп, c – моляр-
ная концентрация эквивалентов фонового электролита в растворе. Из уравнения (7.61) 
следует, что электростатический потенциал поверхности тем меньше меняет свойства 
закрепленных лигандов (по сравнению с характеристиками нативных аналогов в раст-
воре), чем выше концентрация фонового электролита в растворе и чем ниже поверхно-
стная концентрация привитых групп. 

При обработке кривых титрования привитых групп Q по измеренным рН при из-
вестных раствор

HK , с и cQ можно рассчитать коэффициенты активности χпов. Значитель-
ное – на порядки – отличие χпов от единицы служит признаком того, что не электроста-
тические, а химические взаимодействия влияют на свойства привитых реагентов. 
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Интересно отметить, что протолитические свойства закрепленных на поверхнос-
ти кремнезема алифатических аминов тем меньше отличаются от свойств аналогов в 
растворах, чем выше поверхностная концентрация аминогрупп [70, 142, 143]. Этот ре-
зультат, противоположный выводам модели (7.61), указывает на решающую роль хи-
мической природы поверхности в изменении протолитических свойств привитых осно-
ваний. Против абсолютизации роли электростатических взаимодействий свидетельст-
вуют и другие факты. Так, обнаружено [70], что для ряда КХМК с привитыми аминами 
при неполной гидратации поверхности зависимость константы протонизации привитых 
групп KH от степени протонизации f([H+]) проходит через максимум, чего электроста-
тическая модель объяснить не может, а при полной гидратации поверхности KH от 
f([H+]) не зависит вовсе. Указанные факты заставляют вновь обратиться к анализу ис-
ходных посылок электростатической модели. 

Она основана на моделях Штерна и Гуи-Чепмена: заряженный поверхностный 
слой (обычно монослой) соседствует с ДЭС. Такой подход вполне уместен при рассмо-
трении поверхности кремнезема, но наличие достаточно длинных ножек, связывающих 
функциональные группы с носителем, ведет к ликвидации поверхностного заряженно-
го монослоя и увеличивает толщину приповерхностного адсорбционного слоя с особы-
ми свойствами. Возможно, в случае КХМК более реалистична модель, трактующая 
этот слой как водно-органический раствор, в объеме которого распределены заряжен-
ные частицы. Конечно, свойства такого раствора далеки от свойств «обычных» водно-
органических смесей, поскольку в нем соседствуют обычно несовместимые компонен-
ты, такие, например, как вода и алифатический углеводород1. Похожие соображения 
высказаны в работе [144]. Основываясь на том, что «движение иона металла в припо-
верхностном слое обязательно сопровождается движением противоиона», авторы [144] 
предлагали частицы сорбата считать электронейтральными.  

Мы склонны полагать, что широкое применение электростатической модели в 
формулировке (7.57) объясняется простотой обработки изотерм адсорбции. Часто, од-
нако, это простота кажущаяся. Нетрудно изучить протолитические равновесия, постро-
ить график зависимости lg K от f([M)], выделить на нем линейный участок и по нему 
определить параметры lg K0 и b. Но при переходе к исследованию конкурентной сорб-
ции ионов водорода и ионов металла приходится решать более сложную задачу. Дейст-
вительно, во-первых, нет гарантий, что в новых условиях сохранятся прежние значения 
lg K0 и b, и, во-вторых, точность параметрической идентификации модели сильно зави-
сит от точности расчета f([M)], а погрешность определения f([M)] в случае многоком-
понентной адсорбции значительно выше, чем при однокомпонентной. 

Таким образом, применять электростатическую модель для описания сорбции на 
КХМК нужно с большой осторожностью. 

При исследовании энергетической неоднородности КХМК существует альтерна-
тива: можно воспользоваться либо электростатической моделью, либо моделью непре-
рывного распределения констант. На наш взгляд, вторая предпочтительней, поскольку 
последовательно феноменологична. Результат использования этой модели, как показа-
но ниже в  п. 7.2.4, позволит оценить и применимость примитивного варианта электро-
статической модели. 

Хотя по качеству аппроксимации изотерм адсорбции модели биографической и 
эволюционной неоднородности неразличимы, в современной теории адсорбции пред-
ложены приемы апостериорной проверки применимости модели непрерывного распре-
деления. Согласно  [145], если при варьировании ионной силы раствора вид функции 
распределения p(K) сохраняется или меняется незначительно, то особенности поведе-
ния привитых групп определяются, в основном, биографической неоднородностью сор-
бента, и пренебрежение электростатическими эффектами законно. 

                                                 
1 Такие представления о приповерхностном слое КХМК имеет аналогию с моделью «пористого слоя» («гель-
слоя»), предложенной для описания электроповерхностных свойств кварца [57]. Согласно этой модели, заряды 
распределены в поверхностном слое твердой фазы конечной толщины. 
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В последние годы развиваются модели, учитывающие несколько поверхностных 
реакций, биографическую и эволюционную неоднородность поверхности  [101]. Наи-
более общая из них, модель NICA (Non Ideal Competetive Adsorption) [101, 107], описы-
вает и конкурентную сорбцию нескольких компонентов, и латеральные взаимодейст-
вия, и эффекты биографической неоднородности, и электростатические взаимодейст-
вия. Учет в одной модели столь многих эффектов был бы невозможен без некоторых 
априорных допущений. Главное из них состоит в том, что энергетическую неоднород-
ность центров связывания Q считают характеристикой, не зависящей от свойств сорби-
руемых компонентов, а все эффекты неидеальности, включая электростатические, учи-
тывают, заменяя для каждого из сорбтивов Ml локальную изотерму Ленгмюра изотер-
мой Ленгмюра–Фрейндлиха (известна также как изотерма Хилла или уравнение Ген-
дерсона–Гассельбаха): 

 f (Ki, [Ml]) = 
γ

γ

⋅+

⋅

)[M](  1
)[M](

li

li

K
K , γ ≠ 1. (7.62) 

Модель NICA успешно справилась с описанием конкурентной сорбции ионов водорода 
и ионов металлов гумусовым веществом, но до сих пор не использовалась для исследо-
вания ионной сорбции на поверхности (гидр)оксидов или модифицированных кремне-
земов. Авторы [101, 107] считают модель весьма перспективной: она проста в исполь-
зовании и, благодаря широкому набору подгоночных параметров, способна удовлетво-
рительно описывать многокомпонентную сорбцию на энергетически неоднородных по-
верхностях.  Мы, однако, воздержимся рекомендовать модель NICA для широкого ис-
пользования, поскольку положенная в ее основу изотерма Ленгмюра-Фрейндлиха (Ген-
дерсона-Гассельбаха) – лишь эмпирическое уравнение. Конечно, без тех или иных при-
ближений и упрощений при феноменологическом моделировании поверхностных явле-
ний не обойтись, но желательно эвристические соображения и эмпирические соотно-
шения использовать как можно позднее – на этапе параметрической идентификации, но 
никак не при формулировке модели. 

7.3. Связь между моделями непрерывного распределения 
констант и электростатической 

Совершенно различные в своей ос-
нове модели могут приводить к ура-
внениям, которые не только нераз-
личимы экспериментально, но даже 
математически идентичны. 

А. Адамсон 
При всем отличии теоретических предпосылок моделей, есть черта, их объединя-

ющая: результатом параметрической идентификации моделей являются непрерывные 
функции K(f) или p(K). Найдем связь функции p(K) и ее параметров E, 2µ~  и 3µ~  с пара-
метрами K0 и b электростатической модели. Для дальнейшего анализа удобнее от пере-
менных К и [M] перейти к их логарифмам и обсуждать свойства функций p(lg K), f(рМ) 
и ϑ(рМ) = 1 – f(рМ). 

Если бы степень связывания f(рМ) была аналитической функцией lg K0 и b, мож-
но было бы получить необходимые производные f(i) и вычислить p(lg K) по формуле 
(7.26). Однако (7.57) задает f как неявную функцию рМ. 

Для решения задачи пришлось искать обходной путь [145]. Учтем, что функция 
ϑ(x) – неубывающая и ограниченная нулем и единицей, т.е. подобна интегральной 
функции распределения P(lg K). Для производной (1)

xϑ  = dϑ / dx можно ввести характе-
ристики, аналогичные моментам функции плотности вероятности: 
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 ∫
∞

∞−

ϑ⋅= ,(1)* dxxE x  (7.63) 

 ∫
∞

∞−

ϑ⋅−= ,)(µ~ (1)2**
2 dxEx x  (7.64) 

 ∫
∞

∞−

ϑ⋅−= ,)(µ~ (1)3**
3 dxEx x  (7.65) 

Производные (1)
xϑ  получаем дифференцированием формулы (7.36). Подставив их 

в выражение для E*, имеем: 
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где 

 ∫
∞

∞−

−⋅= dxPxI n
xn

)12( , n = 1, 2, ..., ∞, (7.67) 

g = π / ln 10. Легко видеть, что интеграл 

 EdxxpxdxPxI x =⋅=⋅= ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

)()1(
1 . (7.68) 

Проинтегрировав по частям остальные интегралы In  и использовав асимптотики 

 0)()( == ∞+∞−
n

x
n

x PP , n > 1, (7.69) 

приходим к результату: все интегралы In = 0 при n > 1. Таким образом, 
 E* = I1 = E.  (7.70) 
Аналогичным путем приходим к формулам: 

 
,

!3
2µ~µ~

2

2
*
2

g
+=

 (7.71) 

 3
*
3 µ~µ~ = .  (7.72) 

Теперь рассчитаем параметры E*, *
2µ~  и *

3µ~  для изотермы, задаваемой простей-

шим вариантом электростатической модели (уравнение (7.57)). Заменив (1)
xϑ dx на  dϑ, 

перепишем уравнения (7.63) – (7.65) в виде 

 
∫ ϑ=
1

0

* ,dxE
 (7.73) 

 ∫ ϑ−=
1

0

2**
2 ,)(µ~ dEx  (7.74) 

 ∫ ϑ−=
1

0

3**
3 )(µ~ dEx . (7.75) 
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Применив для расчета x (pM в прежних обозначениях) как функции lg K0 уравне-
ние (7.57) и вычислив определенные интегралы, получаем: 

 ,2lg 0
* bKE −=  (7.76) 

 ,
!3

2)434.012(µ~
2

*
2

gbb ++=  (7.77) 

 0µ~*
3 = , (7.78) 

откуда следует: 

 
,2lg 0

* bKEE −==
 (7.79) 

 
),434.012(

!3
2µ~µ~

2
*
22 +=−= bbg

 (7.80) 

 0µ~µ~ *
33 == . (7.81) 

Таким образом, между параметрами lg K0 и b и характеристиками био-
графической энергетической неоднородности существует однозначное соот-
ветствие; данные, описываемые простейшим вариантом электростатической 
модели, всегда столь же успешно воспроизведет модель непрерывного рас-
пределения констант равновесия (обратное, очевидно, неверно).  

Справедливость выведенных соотношений проверяли имитационным моделиро-
ванием и при обработке реальных изотерм адсорбции [145]. 

При имитационном моделировании задавали параметры lg K0 и b, а рассчитанные 
по уравнению (7.57) величины f(pM) (рис. 7.3) использовали для оценки функций расп-
ределения p(lg K) (рис. 7.4). Моменты распределения E, 2µ~  и 3µ~ , найденные по фор-
мулам (7.79) – (7.81), незначимо отличались от значений, рассчитанных по формулам 
(7.20) – (7.22). 

pM

f(pM)

 
Рис. 7.3. Рассчитанная зависимость степени образования от pM. Здесь и на рис. 

7.4 для всех задано lg K0 = 5; b = 0 (кривая 1), b = 1 (2), b = 2 (3), b = 3 (4). 
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p(lg K)

lg K
 

Рис. 7.4. Функции распределения p(lg K), рассчитанные по изотермам сорбции, 
сымитированным по различным наборам {lg K0, b}. 

 
Результаты pH-метрического исследования связывания ионов Н+ н-пропилами-

ном, привитым на поверхность силикагеля, обработали по двум моделям [70]. Согласно 
электростатической модели, зависимость между lg K и f([H+]) близка к линейной 
(рис. 7.5), и с коэффициентом корреляции r = 0.96 результаты экспериментов описыва-
ет уравнение 

 lg K = 7.91 - 1.88⋅ f([H+]).  (7.82) 

Модель непрерывного распределения констант (рис. 7.6) привела к следующим 
оценкам моментов функции распределения p(lg K): E = 7.12, 2µ~  = 0.82, 3µ~  = 0. Эти ве-
личины близки к рассчитанным по формулам (7.79) – (7.81) значениям E = 6.97, 

2µ~  = 1.11, 3µ~  = 0. 
 

f([H+])

lg K

 
Рис. 7.5. Зависимость lg K от степени протонизации закрепленных групп f([H+]). 

Точки – экспериментальные значения, линия – зависимость (7.82). 
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p(lgK)p(lg K)

lg K

 
Рис. 7.6. Функция распределения закрепленных аминогрупп по логарифмам констант 

протонизации. 

ВЫВОДЫ. ЕДИНАЯ СИСТЕМА МОДЕЛЕЙ ДЛЯ 
ИНТЕРПРЕТАЦИИ ДАННЫХ КФХА  

Мы убедились, что разные модели, несмотря на различие исходных молекуляр-
ных предпосылок, способны совершенно одинаково описывать зависимости состав – 
свойство, а между параметрами ряда моделей существует однозначное соответствие. 
Из этого следует, что, зная параметры одной модели, можно по готовым формулам вы-
числить параметры других моделей, не выполняя лишний раз параметрическую иден-
тификацию. Следует решить, каким моделям из множества предложенных отдать пред-
почтение. Основой правильного выбора служит единая иерархическая система моделей 
равновесий на поверхности КХМК [2, 41, 143] (рис. 7.7). Модели, рекомендуемые к 
практическому применению, должны быть, с одной стороны, достаточно общими, а с 
другой – круг описываемых ими феноменов должен быть четко очерчен. Мы полагаем, 
что к таковым относятся модели непрерывного распределения констант и химических 
реакций (или фиксированных полидентатных центров). Первая выявляет энергетичес-
кую неоднородность поверхности сорбента, вторая обеспечивает определение стехио-
метрического состава и констант устойчивости различных комплексов на поверхности 
КХМК. 

Выводы 

1. При исследовании комплексообразования в растворах содержательную физико-
химическую модель равновесий обычно задают тремя группами уравнений: связи изме-
ряемого свойства с равновесным составом; материального баланса и ЗДМ. Дополните-
льный этап структурной идентификации модели – выбор уравнения, аппроксимирую-
щего зависимость концентрационных (смешанных) констант равновесия от состава и 
концентрации фонового электролита. 

2. Основой использования метода КФХА для идентификации, определения стехио-
метрического состава и термодинамической устойчивости комплексов, закрепленных 
на поверхности кремнезема, является термодинамический метод описания адсорбции 
как полного содержания сорбата в приповерхностном слое конечной толщины (адсорб-
ционном слое). Основные ограничения метода связаны с неопределенностью в прове-
дении границ адсорбционного слоя и отсутствием априорной информации о характере 
его неоднородности. 
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Рис. 7.7. Единая система содержательных физико-химических моделей. 

3. Гиббсовским (термодинамическим) компонентом сорбционной системы является 
комплексообразующий кремнезем как целое. В силу этого любая содержательная мо-
дель хемосорбции пригодна для интерпретации данных КФХА только в том случае, ес-
ли допускает переход к описанию КХМК как единого надмолекулярного центра связы-
вания частиц сорбата. 

4. При конструировании моделей для описания равновесий на поверхности КХМК 
следует учитывать возможность таких феноменов, как латеральное взаимодействие 
привитых соединений, искажение координационной сферы закрепленных металлоком-
плексов, влияние электростатического потенциала поверхности, химической природы и 
концентрации электролитов в жидкой фазе на поверхностные реакции, образование не 
одного, а нескольких типов поверхностных комплексов. Можно ожидать также прояв-
ления биографической энергетической неоднородности закрепленных реагентов и об-
разования на поверхности КХМК соединений, не имеющих нативных аналогов. 

5. Множественность закрепленных комплексов на поверхности КХМК наиболее 
адекватно описывают модели фиксированных и статистических полидентатных цент-
ров, а также модель химических реакций. Все эти модели – варианты более общей ре-
шеточной модели хемосорбции, и между их параметрами существует однозначное со-
ответствие. 

6. Возможны два вида энергетической неоднородности КХМК – биографическая и 
эволюционная. Для количественного учета первой предназначена модель непрерывно-
го распределения констант равновесия, второй – электростатическая модель. Изотермы 
сорбции, описываемые простейшим вариантом электростатической модели, столь же 
успешно воспроизводит модель непрерывного распределения. 

7. При всем многообразии моделей, можно сформировать их единую иерархичес-
кую систему, а для практического применения рекомендовать, в первую очередь, моде-
ли непрерывного распределения констант равновесия и химических реакций (или фик-
сированных полидентатных центров).  
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  ЧАСТЬ III. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ АСПЕКТЫ 
КОЛИЧЕСТВЕННОГО ФИЗИКО-ХИМИЧЕСКОГО 

АНАЛИЗА. ПОСТРОЕНИЕ МОДЕЛЕЙ И ОЦЕНКА ИХ 
ДОСТОВЕРНОСТИ  

Проанализирован существующий опыт параметрической идентификации моделей 
комплексообразования. Для повышения достоверности выводов о составе и устойчи-
вости комплексов к обработке зависимостей состав – свойство привлечены методы 
теории анализа  данных и решения математически некорректных задач. Построены 
численно устойчивые и быстрые методы оценки энергетической неоднородности 
комплексообразующих кремнеземов и робастные процедуры расчета  констант ус-
тойчивости и факторов интенсивности комплексов. Основой для оценки достоверно-
сти моделей и надежности их параметров стал комплекс средств прикладной стати-
стики и хемометрии. Обоснована общая стратегия интерпретации первичных данных 
КФХА и на конкретных примерах продемонстрированы ее достоинства.  
 

Представим, что уже пройдены первые шаги КФХА – получены зависимости сос-
тав – свойство и проведена структурная идентификация модели, намеченной для их 
интерпретации. Теперь предстоит выполнить параметрическую идентификацию – оп-
ределить подгоночные параметры модели (число сортов, термодинамические характе-
ристики, факторы интенсивности комплексов). Искомые параметры интересны не сами 
по себе, а, как правило, в связи с их дальнейшим использованием в качестве справоч-
ных данных, основы для построения разнообразных корреляций, качественных сужде-
ний об особенностях комплексообразования в той или иной системе и т.п. Поэтому 
важно решить, стоит ли доверять рассчитанным параметрам, какова погрешность их 
определения.  

Параметры находят, исходя из условия «наилучшей» аппроксимации измерений 
моделью. Какую аппроксимацию считать «наилучшей», какой критерий рассогласова-
ния модели с экспериментом использовать – полностью определяется законом распре-
деления погрешностей. Одному критерию (например, минимуму суммы квадратов не-
вязок между расчетом и экспериментом) отвечают одни значения параметров, другому 
(скажем, минимуму наибольшей невязки) – другие, притом, возможно, весьма далекие 
от первых. 

Когда минимизацией выбранного критерия определены «наилучшие» значения 
параметров, следует оценить их погрешность, а также решить, адекватна ли модель, 
т.е. достаточно ли хорошо воспроизводит она результаты измерений. И в этом случае 
традиционные методы математической статистики основаны на информации о распре-
делении погрешностей измерений. 

Трудности параметрической идентификации связаны с тем фактом, что экспери-
ментальные зависимости (0.1) (первичные данные КФХА) заданы таблично, причем и 
аргументы (скажем, количества вещества реагентов), и отклики – измеряемые свойства 
А – содержат погрешности. Имей мы полную информацию о законе распределения 
экспериментальных погрешностей, классический в статистике метод максимума прав-
доподобия благополучно привел бы нас к однозначному решению. Проблема, однако, в 
том, что сведения о законе распределения погрешностей дают только многократные 
повторные измерения во всех точках плана эксперимента, чего химики, исследующие 
комплексообразование, позволить себе не могут. Максимум доступной информации – 
оценки «типичных» погрешностей каждой из измеряемых величин. 

Итак, налицо проблемная ситуация: по первичным данным КФХА необходимо 
получить как можно более надежные оценки физико-химических параметров, а имею-
щейся информации не хватает, чтобы проверить возможные гипотезы о распределении 
погрешностей измеряемых величин и на этой основе провести параметрическую иден-
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тификацию и проверку адекватности модели методами прикладной математической 
статистики. Разрешение проблемной ситуации требует привлечения теории анализа 
данных [147–150]. 

Эта научная дисциплина предлагает при обработке результатов измерений ис-
пользовать несколько наборов предпосылок. Варьируя гипотезы о свойствах данных (в 
частности, об их статистических характеристиках), о характеристиках искомых реше-
ний, сравнивая результаты расчетов, исследователь в качестве окончательного выби-
рает то решение, которое в наибольшей степени отвечает прикладной цели обработки. 

Выбором критерия согласия модели с экспериментом трудности параметриче-
ской идентификации моделей не исчерпываются: даже для одного критерия возможно 
много моделей с разными наборами параметров, обеспечивающими описание экспери-
ментальных данных в пределах их погрешностей. Таким образом, мы имеем дело с ма-
тематически некорректной задачей [79]. Некорректность задачи ведет к тому, что 
малые возмущения исходных данных могут вызывать сколь угодно большие изменения 
рассчитываемых параметров [79, 152], т.е. расчеты становятся численно 
неустойчивыми. 

В некорректных задачах выбрать одно решение из многих возможных, основыва-
ясь лишь на качестве аппроксимации эксперимента, не удается – все модели в равной 
степени приемлемы. Следовательно, необходимо привлечь дополнительную информа-
цию, не связанную с качеством описания эксперимента, т.е. вновь нужны методы ана-
лиза данных. Методы решения некорректных задач, созданные А.Н. Тихоновым и его 
школой [79], стали провозвестником теории анализа данных и вошли как важнейший 
элемент в современные схемы обработки результатов измерений. 

Сама сущность анализа данных исключает общие, раз и навсегда предписанные 
схемы. Наоборот, способы обработки результатов измерений должны адаптироваться к 
имеющимся данным, стремиться к возможно более полному учету специфики задачи и 
цели исследования. Общие методы анализа данных в задачах КФХА можно конкрети-
зировать и сделать более эффективными, привлекая экзогенную информацию об осо-
бенностях исследуемых объектов. И, следовательно, специалист-химик не может в 
своей задаче ограничиться применением стандартных математических приемов. Его 
цель сложнее – выработать такую стратегию, в которой естественнонаучная сущность 
решаемой задачи поможет выбрать нужные орудия из богатого арсенала математичес-
ких средств анализа данных. Тогда анализ данных, адаптированный с учетом специфи-
ки физико-химической задачи, позволит в максимальной степени уменьшить неопреде-
ленность выводов о значениях искомых параметров. В третьей части книги изложены 
представления автора о том, как следует модифицировать математические средства 
анализа данных при параметрической идентификации моделей с учетом химической 
специфики решаемой задачи. 

Сегодня термин «анализ данных» закреплен за любыми процедурами обработки 
данных, которые невозможно полностью формализовать (не допускающими алгорит-
мизации). Методология анализа данных, рассматривающего объект под разными угла-
ми зрения, близка к философской концепции «бутстрепа» [153], согласно которой «ре-
зультаты изучения механизма явлений представлять не одной моделью, а множеством 
моделей» [154]. В анализе данных возрастает значение этапов содержательного ана-
лиза задачи и формулировки цели исследования: «Анализ данных изыскивает различ-
ные приемы для наиболее полного использования эндогенной информации (что вообще 
характерно для любых статистических методов), но вместе с тем он постоянно нацелен 
на максимальное использование информации внешней» [150]. К разделам анализа дан-
ных, отличающимся используемыми математическими средствами, относятся совре-
менные модификации регрессионного анализа, полуэвристические процедуры корреля-
ционного, факторного или кластерного анализа и т.п. Области применения анализа 
данных постоянно расширяются. Так, в последние десятилетия он все глубже прони-
кает в химию в виде набирающей популярность «хемометрии» («хемометрики», «сhe-
mometrics») [155]. Общепринятого определения хемометрии пока не существует. 
Вместе с тем, в основе большинства предложенных лежит представление о хемометрии 
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как о совокупности математических способов извлечения содержательной информации 
из химических данных: 

«Chemometrics: the application of computational and mathematical methods to the 
solution of problems in chemical data analysis» (School of Chemistry at the University of 
Bristol);  

«Chemometrics: the chemical discipline that uses mathematical and statistical meth-
ods to design or select optimal procedures and experiments, and to prove maximum chemical 
information by analyzing chemical data» (международный журнал «Chemometrics and In-
telligent Laboratory systems»); 

«Chemometrics is the chemical discipline that uses mathematical, statistical and other 
methods employing formal logic  

1. to design or select optimal measurement procedures and experiments, and 
2. to provide maximum relevant chemical information by analyzing chemical 

data» [156]; 
«Chemometrics is the science of relating measurements made on a chemical system or 

process to the state of the system via application of mathematical or statistical methods» (Pa-
cific Northwest Laboratories).  

Мы полагаем, что под хемометрией следует понимать раздел теории анализа дан-
ных, посвященный исследованию химических процессов и явлений. 

ГЛАВА 8. РЕШЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКИ 
НЕКОРРЕКТНЫХ ЗАДАЧ ПРИ АНАЛИЗЕ 
ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ НЕОДНОРОДНОСТИ 

8.1. Расчет функции р(К) как математически некорректная 
задача 

Обсуждение проблем параметрической идентификации начнем с модели непре-
рывного распределения констант равновесия. В этой модели по экспериментальной за-
висимости f([M]) необходимо найти неизвестную функцию распределения p(K). Анало-
гичная задача – расчет распределения адсорбционных центров по энергиям связывания 
сорбата при физической адсорбции – была сформулирована еще И. Ленгмюром в 
1918 г., и ее решению посвящены многочисленные работы (см., например, [157–185]). 
Для расчета р(К) следует решить интегральное уравнение Фредгольма I рода 
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Точные способы решения, основанные на интегральных преобразованиях [152, 
162–165, 167, 186], возможны лишь в том случае, если функция f([M]) задана 
аналитически. Поскольку эксперимент допускает лишь табличное задание зависимости 
f([M]), эти способы на практике неприменимы. 

Основная трудность приближенного решения уравнения (8.1) связана с тем, ин-
тегральное уравнение Фредгольма I – типичный пример математически некорректной 
задачи (ill-posed problem) [152]. Некорректность задачи ведет к существованию многих 
возможных решений, одинаково хорошо (в пределах погрешностей измерения) описы-
вающих экспериментальные зависимости f([M]). И более того, малые – на уровне экс-
периментального шума – возмущения первичных данных ([M] или f([M])) способны 
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вызывать произвольно большие флуктуации рассчитываемых функций распределения 
p(K), а также приводить к осциллирующим, лишенным физического смысла решениям 
p(K). Очевидно общее требование к любым приближенным методам решения уравне-
ния (8.1): предотвращать появление отрицательных или осциллирующих функций p(K). 

Приближенные методы решения уравнения (8.1) можно разделить на две группы.  
В методах «аппроксимации ядра» заменяют непрерывное ядро интегрального 

уравнения приближенным разрывным. Исторически первым был метод Я.Б. Зельдовича 
[158], предложившего ядро (8.2) аппроксимировать уравнением: 

 ( )
⎩
⎨
⎧

=
.1/>[M]1,

,1/<[M]<0[M],
[M], Зельдович

K
KK

KY  (8.3) 

Заменив этим выражением ядро (8.2) в исходном уравнении (8.1) и дважды продиффе-
ренцировав правую и левую части полученного выражения, Я.Б. Зельдович пришел к 
приближенной формуле 

 K
d

dfp /1[M]2

2
3

[M])(
([M]) [M](K) =⋅−≈ . (8.4) 

К недостаткам метода Зельдовича относят необходимость дважды проводить численное 
дифференцирование, что существенно снижает точность расчетов. 

Важным достижением в оценке энергетической неоднородности стал предложен-
ный С.З. Рогинским метод контролирующей полосы [159] (впоследствии в 
иностранной литературе этот метод назвали «приближением конденсации» [161, 162, 
166]). Считая, что при каждом заданном значении [M] заняты сорбционные центры, ха-
рактеризуемые константами K > 1 / [M], в то время как центры с K > 1 / [M] свободны, 
С.З. Рогинский аппроксимировал ядро (8.2) выражением 
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
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1/2.>

[M]1
[M]K при1

1/2,<
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[M] при0
[M], Рогинский

K

K
K

KY  (8.5) 

Решая интегральное уравнение (8.1) с приближенным ядром (8.5), получают функцию 
распределения: 

 Kd
fdKp  ln  [M] ln[M] ln

])M([) (ln −=≈ . (8.6) 

Метод Рогинского, более точный, чем метод Зельдовича, в течение нескольких 
десятилетий оставался главным средством оценки энергетической неоднородности сор-
бентов и стал основой многих современных алгоритмов расчета p(K). 

Метод Рогинского подвергали различным усовершенствованиям. Так, Д. Гэмбл и 
соавт. [187] особым образом трансформировали шкалу [М] в шкалу К. Они искали  
функцию распределения p(ln K) по формуле 

 * ln[M] ln
*

[M]) (ln
([M]) ])([ln

Kd
dfKp

−=
≈ , (8.7) 

где значение ln K* определяли, исходя из условия 

 { }
[M])(

[M]/[M])( lnln
fd

fdK* = . (8.8) 

М. Недерлоф и соавт. предложили несколько изменений к оригинальному методу 
Рогинского, лучшим из которых сочли «приближение логарифмической симметричной 
аппроксимации» (LOGA) [188]. В приближении LOGA 
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где ω – параметр, задаваемый при расчетах (наилучшая аппроксимация изотермы Лен-
гмюра достигается при ω = 0.7 [189]). 

Методы аппроксимации ядра неплохо зарекомендовали себя [162]. Вместе с тем, 
все они, даже наиболее совершенный подход LOGA, уширяют узкие функции распре-
деления, не позволяя выявить их детальную структуру, и иногда указывают смещенное 
положение максимумов функций p(ln K). Применять эти методы для оценки энергети-
ческой неоднородности комплексообразующих кремнеземов не хотелось бы еще и по 
той причине, что замена точного ядра в уравнении (8.1) приближенным ведет к неоп-
равданному пересмотру структуры модели. 

Ко второй группе относят все многообразие компьютерно ориентированных чис-
ленных методов расчета p(K). Их использование состоит в явном или неявном поиске 
компромисса между качеством аппроксимации измеренных величин f и гладкостью по-
лучаемых решений p(K). Качество аппроксимации измеряют величиной критерия 

 ( )∑
=

−=
N

k
kk ffu

1

2измM])([~ , (8.10) 

где k – номер экспериментальной точки изотермы сорбции, N – их количество, kf
~  – ап-

проксимация моделью измеренной величины f([M])изм 1. Степень гладкости находимых 
решений p(K) определяется особенностями вычислительных процедур. 

Один из апробированных подходов – аппроксимировать экспериментальные ве-
личины f([M])изм таким выражением ([M])~f , которое допускает аналитическое получе-
ние производных, а затем по формулам (7.25) или (7.26) найти искомое решение p(K). 
Так, для аппроксимации f([M])изм применяются [190] уравнения изотермы Фрейндлиха 

 fизм([M]) ≈ ([M])~f = ρ ⋅ [M]1/γ, (8.11) 

обобщенной изотермы Фрейндлиха 

 fизм([M]) ≈ ([M])~f = 
γ
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[M]  ρ
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изотермы Ротмунда–Кернфельда 

 fизм([M]) ≈ ([M])~f = 
γ

γ

⋅ϖ+

⋅
1/

1/

[M]  1
[M]ρ , (8.13) 

а также экспоненциальное уравнение Яронеца [191, 192] 

 fизм([M]) ≈ ([M])~f = ( )
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⎦

⎤

⎢
⎢
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=
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lB

1
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В последнее время использовали [193] уравнения изотерм Иовановица–Фрейндлиха 

 fизм([M]) ≈ ([M])~f = 
γ[M])(ρ-e1 ⋅− , (8.15) 

Тота 

                                                 
1 Основания для выбора в качестве минимизируемого критерия суммы квадратов невязок и возможные 
альтернативы в литературе не обсуждают, по-видимому, вследствие масштаба проблем, возникающих при 
минимизации и простейшего возможного критерия (8.10). 
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Одним из наиболее распространенных подходов стала аппроксимация fизм([M]) поли-
ленгмюровской изотермой (как правило, би-ленгмюровской) [184]: 

 f([M])изм ≈ ([M])~f = ∑
=

J

j
jj KYa

1
[M]),( , (8.18) 

где Y(Kj, [M]) задано выражением (8.2). В уравнениях (8.11) – (8.18) ρ, ϖ, γ, Bl, aj, Kj – 
подгоночные коэффициенты, определяемые методом наименьших квадратов при мини-
мизации критериального функционала (8.10). Авторы работы [194], аппроксимировав-
шие f([M])изм выражением (8.18), неизвестные коэффициенты aj, Kj определяли не из 
условия «наилучшей» аппроксимации f([M])изм, а аппроксимируя производные 
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= ∂

∂
≈

∂
∂ J

j

j
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KY
af

1

изм
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[M]),(

[M]
([M]) . (8.19) 

Усматривают [163] два основных недостатка подхода, связанного с аппроксима-
цией f([M])изм функциями ([M])~f . Во-первых, вид искомой функции распределения 

зависит от того, какой вид функции ([M])~f  выбрать, а сам этот выбор произволен. Во-

вторых, функции ([M])~f  содержат, как правило, один–два, редко три–четыре, подго-
ночных параметра, в силу чего качество аппроксимации экспериментальных данных и, 
как результат, надежность оценивания p(K), не всегда удовлетворительны. Кроме того, 
при описании f([M])изм поли-ленгмюровской изотермой или полиномом сложно решить, 
сколько слагаемых следует включить в аппроксимирующее выражение: при малом 
числе членов качество подгонки f([M])изм будет неудовлетворительным, а с увеличе-
нием числа членов растет численная неустойчивость расчетов p(K). 

Широкую известность получил разработанный в 70-х годах алгоритм CAEDMON 
(Computed Adsorptive Energy Distribution  in the MONolayer) [170, 171]. В этом 
алгоритме аппроксимируют интеграл (8.1) суммой при равноотстоящих узлах Kj, и для 
каждой экспериментальной точки записывают уравнение 
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где p(Kj) – доля центров связывания с константой Kj. При таком подходе функция рас-
пределения p(K) выступает как суперпозиция δ-функций Дирака. Налагая на искомые 
значения p(Kj) естественные условия нормировки и неотрицательности 

 ∑
=

=
J

j
jKp

1

1    )( ,  p(Kj) ≥ 0,  (8.21) 

линейным методом наименьших квадратов (алгоритм NNLS [195]) минимизируют кри-
терий (8.10). При больших J расчеты становятся численно неустойчивыми. 

Несколько позднее в практику оценивания энергетической неоднородности про-
никли общие методы решения интегральных уравнений Фредгольма I рода, состоящие 
в дискретизации интеграла с помощью квадратур и последующем определении неиз-
вестных коэффициентов полученной системы линейных алгебраических уравнений ме-
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тодом наименьших квадратов [196–198]. Этот подход использован в алгоритмах 
CAESAR [162], Леуенбергера–Шиндлера [199], Братской и Голикова [200] и Гармаша и 
соавт. [201, 202], применивших в (8.1) для Kj, равномерно распределенных на 
интервале [Kмин; Кмакс], численное интегрирование по формуле трапеций: 

 NkNJKKp
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K
f j
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j kj
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k  ..., 2, 1,      ,  ,)(

[M]1
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1
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⋅+

⋅
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=

.   (8.22)  

Налагая условия (7.14), (7.15), неизвестные p(Kj) находили алгоритмом NNLS [195]. 
При малом шаге интегрирования ∆К даже наложение на p(Kj) условий 
неотрицательности не предотвращает получения решений в виде «пилы» большой 
амплитуды. При подстановке в интеграл (8.1) эта «пила» точно воспроизводит, тем не 
менее, f([M])изм. Особенностью алгоритмов CAESAR и Братской и Голикова является 
применение метода сингулярного разложения (SVD) [195, 203, 204] матрицы условных 
уравнений МНК, позволяющее повысить численную устойчивость вычислений, но 
снижающее точность аппроксимации экспериментальных значений f([M])изм. 

Близкий подход реализован в алгоритме ЕМ [205], также основанном на квадра-
турной формуле (8.22). Правда, авторы [205] для расчета неизвестных p(Kj) использо-
вали не NNLS, а оригинальную итеративную схему. Алгоритм ЕМ гарантированно 
сходится и обеспечивает неотрицательность искомых p(Kj), а при надлежащем выборе 
начальных приближений p(Kj), кроме того, исключает и появление осциллирующих 
решений. Главным препятствием для широкого внедрения алгоритма в практику явля-
ется огромное число итераций (до 200 000), необходимых для его сходимости. 

Еще одним способом численного расчета p(K) стала подстановка в критерий 
(8.10) функции p(K) заданного вида с неизвестными подгоночными (варьируемыми) 
параметрами. Так, p(K) представляли как линейную комбинацию 

 ∑
=

ϕ⋅=
X

i
ii KbKp

1
)(  )( , (8.23) 

где ϕi(K) – функции нормального распределения либо γ-функции, а минимизацией кри-
терия (8.10) определяли коэффициенты bi и параметры законов распределения [184, 
185]. Такой эвристический прием – поистине шаг отчаяния в попытке преодолеть чис-
ленную неустойчивость расчетов. Действительно, при малом значении X нет никаких 
гарантий, что выбранная аппроксимация p(K) при любых значениях подгоночных пара-
метров сможет воспроизвести fизм([M]) в пределах их погрешностей, а с повышением X 
расчеты теряют численную устойчивость. Кроме того, при большом числе варьируемых 
параметров минимизация становится неоднозначной, поскольку критерий u может 
иметь несколько локальных минимумов. 

Наконец, еще одна группа методов связана с выполнением численными методами 
прямого и обратного преобразования Фурье уравнения (8.1) [206]. Однако решения 
p(K), находимые таким способом, крайне неустойчивы [199, 207]: высокие гармоники 
p(K) чрезвычайно чувствительны даже к очень малым ошибкам в f([M])изм [152]. 

Полагая, что численная неустойчивость расчетов p(K) вызвана зашумленностью 
fизм([M]), многие авторы считали необходимым вместо экспериментальных величин 
f([M])изм в минимизируемый функционал (8.10) подставлять аппроксимацию f([M])изм 
гладкой функцией ([M])~f . Для аппроксимации f([M])изм применяли выражения (8.11) – 
(8.18), а также полиномы, кубические сплайны или суммы гипербол [166, 184, 206, 
208]. 

В упомянутых выше алгоритмах предположения о степени гладкости искомых 
решений p(K) вводились неявно. Опыт многолетних расчетов показал, что при этом не 
удается обеспечить одновременно и воспроизведение тонкой структуры функций p(K), 
и численную устойчивость расчетов; энергетическую неоднородность следует оцени-
вать вычислительными методами, специально разработанными для решения математи-
чески некорректных задач. На это обстоятельство первым указал В. Хауз [178], а к на-
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стоящему времени соответствующие алгоритмы все шире внедряются в практику рас-
чета p(K) (см., например, [163, 166, 182, 189, 200, 201, 209, 210]).  

Теория решения некорректных задач основана на работах А.Н. Тихонова [79, 
211–213]. М.М. Лаврентьев ввел понятие условной корректности (корректности по Ти-
хонову) [214], разделив некорректные задачи на условно корректные и существенно 
некорректные. Задача называется условно корректной, если 1) известно, что решение 
существует и принадлежит некоторому множеству корректности Θ; 2) решение единст-
венно в классе функций, принадлежащих Θ; 3) бесконечно малым вариациям f([M])изм, 
не выводящим искомое решение p(K) за пределы  Θ, соответствуют бесконечно малые 
вариации решения p(K) [152]. Наиболее характерный пример множеств корректности – 
это компакты, например, множества функций монотонных ограниченных сверху и 
снизу; выпуклых ограниченных сверху и снизу; монотонных неотрицательных; 
выпуклых неотрицательных и т.п. [152, 213]. 

Для того чтобы сделать задачу условно корректной, нужно привлечь дополни-
тельную (априорную) информацию о принадлежности искомого решения некоему ком-
пакту. Решение условно корректной задачи на компакте является устойчивым [211], и 
для его поиска применимы обычные («классические») численные методы. 

Задачу относят к существенно некорректным в том случае, если ее решение не 
принадлежит никакому компакту (на решение не удается, исходя из физического 
смысла задачи, наложить очень жесткие ограничения). Условия нормировки и неотри-
цательности р(К) (7.14), (7.15) недостаточны, чтобы решать задачу как условно кор-
ректную. 

Для решения существенно некорректных задач А.Н. Тихонов разработал метод 
α-регуляризации [79]. В этом методе вместо (8.10) минимизируют функционал 
 )Ω(α puu ⋅α+= , (8.24) 

где Ω(p) – неотрицательный функционал p(K) (стабилизатор), α ≥ 0 – параметр регуля-
ризации. 

Чаще всего стабилизатор Ω(p) назначают эвристически [152], как 

 Ω(p) = || p(K)|| = ∫
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В общем случае регуляризации n-го порядка 
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причем все qj ≥ 0, а qn > 0 [152]. 
При минимизации функционала uα достигается компромисс между малостью 

критерия u, зависящего от величины невязок, и стабилизатора Ω(p), характеризующего 
гладкость функции  р(К). С уменьшением α улучшается качество описания f([M])изм и 
снижается величина u. Одновременно растет значение стабилизатора Ω(p), т.е. умень-
шается гладкость (а с ней и устойчивость) решения. Иными словами, при решении су-
щественно некорректной задачи чем выше численная устойчивость расчетов, тем хуже 
описание экспериментальных данных и ниже точность определения самой функции 
p(K). Компромисс ищут, подбирая значение параметра регуляризации α. Для решения 
этой задачи применяют методы обобщенной невязки и перекрестной оценки достовер-
ности. 
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Пусть стабилизатор задан выражением (8.25). Тогда обобщенную невязку (κ) 
вводят [152] как функцию параметра регуляризации: 
 κ(α) = u(α) - ρ(α), (8.28) 
где 
 ρ(α) = [ε + ξоператор⋅Ω(p)1/2]2 + µ; (8.29) 
ε – погрешность, с которой известны f([M])изм; ξоператор – погрешность оператора, слага-
ющаяся из погрешности ядра Y(K, [M]) и погрешности численного оценивания р(К); 
погрешность 
 µ = u

Kp )(
inf  (8.30) 

связана с несовместностью исходного уравнения. При α > 0 функция κ(α) является не-
прерывной и монотонно неубывающей [152]. Значение параметра регуляризации α* 

ищут как решение уравнения 
 κ(α*) = 0. (8.31) 
Это решение существует и является единственным в интервале (0; ∝). В простейшем 
случае, когда равны нулю погрешность оператора ξ и мера несовместности уравнения 
µ, принимают [79, 152] такое значение α*, при котором 
 u(α*) = ε2. (8.32) 
Основой выбора параметра регуляризации являются сведения о погрешности измере-
ний. Поскольку представления о величине ε всегда неоднозначны, хотелось бы заме-
нить метод обобщенной невязки другим, более объективным способом оценивания α. 

Таким качеством обладает метод «перекрестной оценки достоверности» (кросс-
оценивания, кросс-валидации, cross-validation) [149, 153, 215–217]. Пусть параметр 
регуляризации может принимать значения в интервале (0; αмакс). Для пробных значений 
α из этого интервала выполняют следующую процедуру. Множество N 
экспериментальных точек делят на два подмножества. Одно содержит (N-1) точек и яв-
ляется основой для расчета р(К), другое содержит одну точку с номером g. Отбрасывая 
из массива N экспериментальных точек g-ю точку, минимизируют критерий (8.24) и 
находят невязку кросс-оценивания 

 измвычислено
ggg ffd −= , (8.33) 

где величину вычислено
gf  рассчитывают, подставляя в уравнение (8.1) найденную функ-

цию р(К) и значение [M] в g-й экспериментальной точке. Эти расчеты повторяют для 
всех N возможных разбиений множества экспериментальных точек и рассчитывают 

 ∑
=

=
N

g
gdu

1

2α)(~ . (8.34) 

При больших α находимое решение р(К) далеко от точного, и функция u~ (α) велика. 
При малых α рассчитываемая функция р(К) крайне чувствительна к эксперименталь-
ному шуму и, значит, критерий u~  также приобретает большие значения. Следова-
тельно, у функции u~ (α) можно ожидать наличия, по крайней мере, одного минимума. 
Построив зависимость u~ (α), для использования в расчетах выбирают такое значение 
параметра регуляризации α*, которое соответствует первому минимуму функции u~ (α) 
(рис. 8.1). Недостаток метода – лавинообразный рост объема вычислений с увеличе-
нием N. 

Существуют две возможности учесть при выборе параметра регуляризации со-
держательную информацию о свойствах искомой функции распределения. Во-первых, 
можно дискретизировать интеграл (8.1) с помощью квадратурных формул, а для рас-
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чета неизвестных коэффициентов использовать алгоритм NNLS, автоматически учиты-
вающий условия неотрицательности и нормировки искомой функции p(К) (7.14), (7.15). 

принятое
значение

α∗
α0

u~

 
Рис. 8.1. Характерная зависимость критерия кросс-валидации u~  от параметра 

регуляризации α. 
 

Во-вторых, допустимо отказаться от NNLS, найти с помощью кросс-валидации 
значение α*, проверить выполнение условий (7.14), (7.15) и в случае нарушения какого-
либо из них увеличить значение параметра регуляризации. Эта стратегия не использо-
валась до сих пор для оценки энергетической неоднородности; в то же время, ее ус-
пешно применили для решения похожей задачи – расчета непрерывного распределения 
констант скоростей реакций первого порядка  [218]. 

Обнадеживающие результаты принесло использование Тихоновской α-регуляри-
зации и кросс-валидации, не связанное, однако, с непосредственным решением уравне-
ния (8.1). Авторы работ [189, 219, 220] аппроксимировали экспериментальные 
значения fизм([M]) кубическим сплайном f~ ([M]), минимизируя критерий 
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причем значение параметра регуляризации выбирали с помощью метода «обобщенной 
кросс-валидации» [221], расходующего ресурсы ЭВМ экономнее, чем «обычная» кросс-
валидация. От анализа условий неотрицательности и нормировки (7.14), (7.15) функции 
p(К) пришлось отказаться, но авторы [189, 219, 220] накладывали на функцию f~ ([M]) 
другие ограничения, следующие из физического смысла задачи: 

 1
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td . (8.36) 

Искомую функцию p(K) получали по формулам (8.7) или (8.9), дифференцируя полу-
ченный сплайн f~ ([M]). Благодаря α-регуляризации, второе слагаемое в формуле (8.35) 

ограничено, и функция f~ ([M]) сглаживается. Тем самым обеспечивается численная ус-
тойчивость расчетов функции распределения. 

Итак, современные методы расчета функций распределения p(K), учи-
тывающие существенно некорректный характер решаемой задачи, обеспе-
чивают численную устойчивость и приемлемо высокую точность оценива-
ния получаемых решений; кросс-валидационная версия Тихоновской α-ре-
гуляризации представляется наиболее надежным средством. В то же время, 
информация о неотрицательности и условиях нормировки функции p(K) не-
достаточна, чтобы перейти от существенно некорректной задачи к условно 
корректной (функция p(K) может быть неограниченной). В этих условиях 
необходимо заново проанализировать саму постановку задачи. 
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8.2. Расчет интегральной функции распределения Р(К) как 
условно корректная задача 

Напомним, что помимо дифференциальной функции распределения р(К) энерге-
тическую неоднородность сорбента может характеризовать и интегральная функция 
Р(К) (7.16). Известно, что она неубывающая и ограничена сверху и снизу (условия 
(7.17) и (7.18)), т.е. принадлежит компактному множеству неубывающих и ограничен-
ных функций [163, 222]. Следовательно, решение интегрального уравнения (7.19) с 
учетом ограничений (7.17) и (7.18) будет численно устойчивым. 

Специальных алгоритмов для расчета функций Р(К) не разрабатывали, но оцени-
вание Р(К) входило в качестве отдельного шага в графический метод Адамсона-Линга 
[161] и созданные на его основе итеративные численные алгоритмы HILDA (Heterоge-
neity Investigated at Loughborough by Distribution Analysis) [160, 223] и Quasi-Adamson 
[184]. В наиболее совершенном алгоритме Quasi-Adamson экспериментальные зна-
чения f([M])изм аппроксимируют линейной комбинацией изотерм Ленгмюра (8.18), 
решая для определения подгоночных коэффициентов aj и Kj задачу наименьших 
квадратов (8.10). Для воспроизведения f([M])изм в пределах их погрешностей обычно 
достаточно аппроксимировать f([M])изм би-ленгмюровской изотермой [184]. Далее 
интервал возможного изменения ln K разбивают на 400 равномерно распределенных 
дискретных значений ln Kj и в качестве исходной оценки дифференциальной функции 
распределения р(K) используют приближение конденсации. Итеративное уточнение 
P(K) состоит из следующих шагов: 

а) с текущей оценкой р(К) вычислить функцию f([M]): 
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где шляпкой отмечено рассчитываемое значение f([M]), i – номер итерации; 
б) уточнить оценку интегральной функции распределения: 
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в) найденные значения P(i)(Kj) аппроксимировать кубическим сплайном и диффе-
ренцировать его для вычисления р(i+1)(Kj). Накладывая на р(i+1)(Kj) условие неотрица-
тельности, тем самым обеспечивают неубывающий характер Р(К). 

Благодаря тому, что алгоритмы Адамсона-Линга, HILDA и Quasi-Adamson в ка-
честве начальной оценки P(K) используют приближение конденсации, условия (7.17) и 
(7.18) соблюдаются автоматически. В дальнейшем при итерациях гарантируется неот-
рицательность р(К), и, следовательно, условия (7.17) и (7.18) не нарушаются. Таким об-
разом, расчет P(K) в упомянутых алгоритмах представляет собой решение условно кор-
ректной задачи и является численно устойчивым. Вычисление p(K) по известным функ-
циям Р(К) требует решать уже существенно некорректную задачу численного диффе-
ренцирования [224]. Поскольку указанные алгоритмы не используют каких-либо спе-
циальных средств для обеспечения численной устойчивости расчетов p(K), их приме-
нение часто приводит к осциллирующим функциям p(K) [163]. Методу Адамсона-
Линга присущи и другие недостатки: он является итеративным, хотя можно сконструи-
ровать устойчивый и не менее точный неитеративный алгоритм. Кроме того, расчеты 
дифференциальной и интегральной функций распределения совершенно не связаны 
друг с другом. Указанные недостатки вызваны двумя обстоятельствами. Во-первых, 
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метод Адамсона-Линга был создан в столь отдаленное время, когда о математической 
некорректности задач параметрической идентификации знали математики, но отнюдь 
не химики. Во-вторых, при дальнейшем развитии метода не проводили различия между 
двумя типами математической некорректности: существенно некорректным характе-
ром задачи расчета р(К) и условно корректной природой вычисления Р(К) на компакте. 

Таким образом, имеющийся опыт оценивания энергетической неодно-
родности приводит к выводу о необходимости разработки алгоритмов, объе-
диняющих расчет дифференциальной и интегральной функций распределе-
ния и учитывающих при этом разную степень некорректности задач оцени-
вания р(К) и Р(К). 

8.3. Алгоритмы DAC1 и DAC2 оценивания энергетической 
неоднородности  

В этом разделе опишем два алгоритма, ориентированные на полный учет априор-
ной химической информации об искомых функциях распределения. Алгоритм DAC1 
столь же успешно, как и алгоритмы HILDA и QA, находит интегральные функции рас-
пределения, но, в отличие от них, является неитеративным и, следовательно, быстрым; 
алгоритм CAS (DAC2) соединяет скорость расчетов с высокой точностью оценивания 
р(К) и, особенно, Р(К). 

8.3.1. Алгоритм DAC1 
Конструируя алгоритм DAC1 (Distribution of Affinity Constants 1) [225], записали 

уравнение (7.24) в дискретной форме, воспользовавшись вариантом Симпсона квадра-
турной формулы Ньютона-Котесcа [224]. При этом ядро интегрального уравнения 
(7.24) 
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=   (8.39) 

заменили R полиномами второй степени, разбили интервал изменения ln K на R равных 
подынтервалов и для каждого из них применили аппроксимацию 
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где индексом r отмечен r-й подынтервал, 1 ≤ r ≤ R, rK0ln  – левая крайняя точка r-го по-
дынтервала, ∆ln K – шаг дискретизации, ln[M]j – измеренное значение ln[M] в j-й экс-
периментальной точке, 
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r
iKln  – равноудаленные значения аргументов, 

 ;2,1,0,lnlnln 0 =∆⋅+= iKiKK rr
i  (8.43) 
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В итоге получена система линейных уравнений: 
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Неизвестные коэффициенты )(ln r
iKP , i = 0, 1, 2; r =1, 2, ..., R, вычисляли линей-

ным методом наименьших квадратов с учетом ограничений-неравенств, соответст-
вующих физическому смыслу задачи: 
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Таким образом, искомую функцию P(ln K) находили как неубывающую последо-
вательность значений )(ln r

iKP , вычисляемых методом NNLS [195]. В алгоритме DAC1 
не предусмотрено никаких специальных процедур для сглаживания эксперименталь-
ных значений ϑ(ln [M]). Дифференциальную функцию распределения p(ln K) находили 
численным дифференцированием P(ln K) [225]. 

Имитационное моделирование показало численную устойчивость решений и бли-
зость данного метода к алгоритмам HILDA и Quasi-Adamson. Однако в некоторых слу-
чаях алгоритм DAC1 неточно аппроксимировал измеренные величины ϑ(ln [M]). Дело 
в том, что для точной аппроксимации  интеграла в уравнении (7.24) суммами в уравне-
нии (8.40) необходимо, чтобы шаг дискретизации ∆ln K был достаточно малым. Умень-
шение ∆lnK ведет к росту числа неизвестных )(ln r

iKP . Для такого увеличения сущест-
вует предел, связанный с увеличением числа обусловленности матрицы, составленной 
из коэффициентов уравнений (8.45). Эти коэффициенты становятся высоко коррелиро-
ванными. Методы ортогонального разложения матриц [195, 203, 204], входящие в алго-
ритм МНК, обнаруживают и отбрасывают избыточные коэффициенты. Как результат, 
не все )(ln r

iKP , необходимые для хорошей аппроксимации интеграла суммами, подда-
ются определению, и ошибка аппроксимации экспериментальных значений ϑ(ln[M]j) 
превосходит ошибку измерения, а искомую функцию )(ln KP  представляют лишь не-

многие значения )(ln r
iKP . 

Cуществует, помимо уменьшения шага дискретизации, и другая возможность бо-
лее точно аппроксимировать ϑ(-ln[M]j) и оценивать P(ln K): можно увеличить степень 
полиномов, используемых для аппроксимации функции Z под знаком интеграла в вы-
ражении (7.24). Однако и в этом случае, подобно алгоритмам HILDA и QA, оценивание 
дифференциальной функции распределения не связано с вычислением P(ln K) и оста-
ется независимым этапом расчетов. Отказавшись от попыток усовершенствовать алго-
ритм DAC1, мы перешли к разработке алгоритма DAC2, созданного на иной идейной 
основе. 

8.3.2. Алгоритм DAC2 
Конструируя алгоритм DAC2 (CAS, Computed Affinity Spectrum) [226], мы 

стремились: 1) рассчитывать функцию P(ln K) на компакте; 2) одновременно с ней 
оценивать дифференциальную функцию распределения р(ln K); 3) описывать P(ln K) 
более точно, чем в алгоритме DAC1, за счет использования полиномов высокой 
степени вместо полиномов второй степени в алгоритме DAC1. Аппроксимируя P(ln K) 
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одним полиномом во всем интервале возможных значений ln K, тем самым мы относим 
P(ln K) к классу аналитических функций. У такого выбора есть один недостаток: если 
функция P(ln K) – ступенчатая (дифференциальная функция распределения р(ln K) не 
является непрерывной), описание этих функций в окрестности точек разрыва будет 
неточным. Чтобы оценить, насколько велико вносимое искажение, необходимо 
исследовать свойства построенного алгоритма с помощью имитационного моделиро-
вания. 

Для расчета P(ln K) воспользуемся выражением (7.37), дающим решение инте-
грального уравнения (7.24). Эта формула позволяет рассчитывать P(ln K) неитератив-
но. Основой вычислений является дифференцирование ϑ(ln [M]), задача существенно 
некорректная в случае таблично заданной функции ϑ(ln [M]). Чтобы превратить ее в 
условно корректную, примем, что ϑ(x), подобно P(x), – аналитическая функция, разло-
жим ее в ряд в окрестности точки а, принадлежащей интервалу изменения x, и отбро-
сим в разложении высшие члены. Тогда экспериментальная зависимость ϑ(x) аппрок-
симируется полиномом 

 i
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i ax
i
gx )(
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где m – порядок полинома, коэффициенты 
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Подставив выражение (8.47) в формулу (7.37), имеем: 
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где Di(x) – известные функции x: 
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Таким образом, для расчета P(x) необходимо знать лишь коэффициенты gi. Для 
их нахождения формируем систему линейных алгебраических уравнений: 
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где j – номер экспериментальной точки изотермы сорбции, N – число точек. Чтобы рас-
чет P(x) выполнить на компакте, следует привлечь априорную информацию о принад-
лежности P(x) множеству ограниченных неубывающих функций. При этом на первую 
производную P(x) – дифференциальную функцию распределения p(x) – накладывается 
условие неотрицательности. Записав выражение для p(x): 
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где Gi(x) = dDi(x)/dx: 
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и наложив ограничения-неравенства на P(ln K) и p(ln K) 
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решаем алгоритмом NNLS [195] задачу линейного МНК (8.51) с учетом ограничений-
неравенств (8.55), (8.56). Таким образом, функция P(ln K) неитеративно рассчитывается 
на компакте, а функция p(ln K) оценивается попутно без дополнительных вычислений. 

Важным этапом алгоритма является выбор m – степени полинома, аппроксими-
рующего измеренные величины ϑ(-ln[M]j). Если значение m слишком велико, аппрок-
симирующий полином опишет не только функцию ϑ(-ln[M]), но и экспериментальный 
шум. В этой ситуации, не будь на искомое решение наложено ограничений (8.55), 
(8.56), построение полинома представляло бы собой существенно некорректную задачу 
со всеми вытекающими неприятными последствиями. Но учет условий (8.55), (8.56) 
позволяет отбросить неприемлемые решения P(ln K) даже при завышенном значении 
m! Как результат, с ростом m невязки между измеренными ϑ и их аппроксимацией по-
линомом не уменьшаются безгранично. Таким образом, расчет P(ln K) на компакте 
предотвращает, даже при m → ∝, численную неустойчивость расчетов. Более чувстви-
тельна к выбору m дифференциальная функция распределения p(ln K), поскольку ее 
расчет остается существенно некорректной задачей. Благодаря ограничению (8.56), за-
прещено появление p(ln K) < 0. Вместе с тем, не исключено появление максимумов 
p(ln K), описывающих не реальную неоднородность сорбента, а экспериментальный 
шум. Чтобы исключить появление ложных максимумов, приходится обращаться к ме-
тоду регуляризации. Регуляризация основана на использовании метода сингулярного 
разложения (SVD), являющегося составной частью алгоритма NNLS, и псевдообраще-
нии плохо обусловленных матриц [195, 203]. При решении задачи МНК (8.51) рассчи-
тывают неотрицательные сингулярные числа κi матрицы, составленной из коэффици-

ентов системы уравнений (8.51) 
!

)]M(ln[
i

a i
j +−

. Сингулярные числа, меньшие ε⋅κmax 

(κmax – наибольшее сингулярное число, ε – наперед заданное малое число), 
приравнивают нулю, а соответствующие им линейные комбинации gi не вычисляют. 
Выбор ε определяет число параметров, оцениваемых по первичным экс-
периментальным данным. При обработке сымитированных и реальных 
экспериментальных данных установлено, что 1) при абсолютной погрешности 
определения ϑ 0.01 – 0.1 использование значений ε из интервала 10-8 – 10-4 приводит к 
практически совпадающим интегральным функциям распределения P(ln K) и близкому 
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качеству аппроксимации измеренных величин ϑ; 2) возникновение ложных 
максимумов p(ln  К) вероятно при ε < 10-6 и погрешности ϑ, превышающей 0.05. Чтобы 
выявить и устранить эти максимумы, необходимо увеличить ε в 10 – 100 раз и 
повторить расчеты. Как результат, регулирование гладкости функции р(К) путем 
варьирования ε приходится выполнять в интерактивном режиме, что связано с 
очевидными неудобствами для пользователя. 

В новейшей версии алгоритма для выбора порядка аппроксимирующего поли-
нома m мы воспользовались объективным и легко автоматизируемым методом кросс-
валидации. Меняя m от 3 дo N-1, вычисляли соответствующие значения кросс-валида-
ционной суммы квадратов невязок: 

 ∑
=

=
N

g
gdmu

1

2)(~  (8.57) 

Подобно функции u~ (α), функция )(~ mu  имеет хотя бы один минимум. Для порядка ап-
проксимирующего полинома мы принимаем то значение m, которое соответствует пер-
вому минимуму функции )(~ mu . 

 
Итак, входная информация для алгоритма состоит из 
1) количества экспериментальных точек N; 
2) таблицы измеренных -ln[M]j и f(-ln[M]j), j = 1, 2, ..., N. 
 
Алгоритм включает следующую последовательность действий: 
1. Рассчитать ϑ(-ln[M]j) =1- f(ln[M]j). 
2. Выбрать положение точки a внутри интервала изменения -ln[M]: 

 a = -(ln[M]min+ln[M]max)/2; 
3. Меняя m от 3 до N-1, выполнить следующие шаги: 

3.1. Для текущего значения m рассчитать Di(-ln[M]j), Gi(-ln[M]j) и 
!

)]M(ln[
i

a i
j +−

.  

3.1. Решить систему уравнений (8.51) c учетом неравенств (8.55), (8.56) и рассчи-
тать коэффициенты gi. 

3.3. Найти значение критерия )(~ mu . 
4. Определить значение m, соответствующее первому минимуму )(~ mu ; принять 

его в качестве порядка аппроксимирующего полинома; использовать соответствующие 
коэффициенты gi в последующих расчетах. 

5. Для произвольных значений ln K рассчитать коэффициенты Di(ln K), Gi(ln K) и 
по формулам (8.49), (8.52) получить P(ln K) и p(ln K). 

Алгоритм реализован в виде программы для ЭВМ [227]. 

8.3.3. Исследование свойств алгоритма DAC2 имитационным 
моделированием 

Свойства алгоритма изучены с помощью имитационного моделирования [226]. 
При моделировании по модельной (точно известной) функции распределения вычис-
ляли ϑ(pM) (pM = -lg [M]), вносили в них погрешности и восстанавливали функции 
распределения. 

В качестве модельной дифференциальной функции распределения выбрали нор-
мированную на единицу линейную комбинацию плотностей нормального и экспонен-
циального распределений: 
 2/))()(()( 21 xpxpxp += , (8.58) 
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где 
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при значениях параметров x0 = 2, d = 1, x1 = 7, µ = 1.  
Модельная функция бимодальна, что дает возможность изучить мультимодаль-

ные распределения; при этом функция нормального распределения представляет сим-
метричные гладкие функции, а экспоненциальная – асимметричные и, одновременно, 
разрывные. 

Величины pM в интервале [0; 12] (12 или 22 значения) задавали 
а) на равномерной сетке с шагами 1 и 0.5 и 
б) как равномерно распределенные случайные величины. 

По заданной модельной функции p(lg K) вычисляли ϑ(pMj), вносили в них нор-
мально распределенные погрешности с нулевым средним и стандартными отклоне-
ниями σ1= 0, σ2 = 0.01, σ3 = 0.05 или σ4 = 0.1. Для шестнадцати указанных вариантов 
исходных данных вычисляли P(lg K) и p(lg K) (табл. 8.1, рис. 8.2, 8.3). 

Результаты моделирования свидетельствуют, что погрешность определения 
P(lg K) и p(lg K) практически не зависит от того, заданы ли ϑ(pMj) на равномерной или 
случайной сетке рМ. Вместе с тем, на погрешность сильно влияет число эксперимен-
тальных точек: при стандартном отклонении возмущающих погрешностей σ4 = 0.1 пе-
реход от двенадцати к двадцати двум точкам уменьшает погрешность P(lg K) и p(lg K) 
на порядок. Результаты расчетов для σ1 = 0 и σ2 = 0.01 на рисунках не приведены, по-
скольку вычисленные функции распределения в масштабах рисунка не отличаются от 
модельных, за исключением окрестности точки lg K = 2, где разрывная модельная 
функция p(lg K) аппроксимируется гладкой кривой. Для σ3 = 0.05 и σ4 = 0.1 отклонения 
вычисленной функции P(lg K) от модельной выше, хотя при N = 22 не превосходят 
0.05. При σ4 = 0.1 и N = 12 вычисленная функция распределения p(lg K) имеет мало об-
щего с модельной: у рассчитанной функции наблюдается три максимума вместо двух. 

Для сравнения приведем результаты, полученные с помощью алгоритма DAC1 
(рис. 8.4). По точным ϑ(pM) он восстанавливает функцию P(lg K) вполне удовлетвори-
тельно. Вместе с тем, при возмущающих погрешностях σ ≥ 0.05 получаемая интеграль-
ная функция распределения P(lg K) значительно отличается от модельной. 

Можно сделать вывод: при достаточном числе экспериментальных то-
чек алгоритм DAC2 успешно воспроизводит сложные дифференциальные и 
интегральные функции распределения р(lg K) и P(lg K) даже по зашумлен-
ным данным. Главные отличия нашего алгоритма от ранее известных анало-
гов – 1) максимально полное привлечение априорной химической информа-
ции на этапе вычисления функции P(lg K) и 2) объединение в одной вычис-
лительной процедуре расчета интегральной и дифференциальной функций 
распределения. 

Благодаря высокой скорости и точности вычислений, алгоритм DAC2 и соответ-
ствующая программа [227] стали в нашей работе основными средствами оценки 
энергетической неоднородности комплексообразующих кремнеземов [226, 228–232], 
органополимерных волокнистых сорбентов [99, 100], природных гумусовых и 
углеродистых веществ [235–237]. 
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Таблица 8.1. Средние квадратические отклонения (s) рассчитанных функций ϑ(pM), 

Р(lg K) и p(lg K) при различных возмущающих погрешностях 
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0.00 0.004 0.002 0.003 0.005 
0.01 0.004 0.002 0.005 0.006 
0.05 0.030 0.018 0.023 0.029 

0.10 0.068 0.036 0.091 0.046 
 

Функция Р(lg K): 

( )
2/1

1

2модельˆ1
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−= ∑

=

N

j
jj PP

N
s  

 равномерная сетка pMj случайная сетка pMj 

Возмущающая 
погрешность σ 
для ϑ(pMj) 

N = 12 N = 22 N = 12 N = 22 
0.00 0.024 0.014 0.021 0.019 
0.01 0.023 0.014 0.021 0.020 
0.05 0.070 0.023 0.029 0.038 
0.10 0.097 0.030 0.104 0.041 

 
Функция p(lg K): 

( )
2/1

1

2модельˆ1
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
−= ∑

=

N

j
jj pp

N
s  

 равномерная сетка pMj случайная сетка pMj 

Возмущающая 
погрешность σ 
для ϑ(pMj) 

N = 12 N = 22 N = 12 N = 22 
0.00 0.062 0.084 0.096 0.074 
0.01 0.063 0.065 0.096 0.073 
0.05 0.210 0.084 0.102 0.074 
0.10 0.142 0.084 0.346 0.065 

Шляпкой отмечены значения функций, восстановленные по возмущенным данным. 
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Рис. 8.2. Интегральные и дифференциальные функции распределения,
рассчитанные на равномерной сетке при N = 12 по данным с погрешностями

σ3 = 0.05 (1), σ4 = 0.1 (2);  3 – модельная функция распределения.
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Рис. 8.3. Интегральные и дифференциальные функции распределения,
рассчитанные на случайной сетке при N = 22 по модельным данным.

1-3 – см. рис.8.2.
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Рис. 8.4. Результаты расчета функции P(lg K) алгоритмом DAC1. Линия –модельная 
функция; • – получено по точным значениям ϑ(pMj); ο – получено по значениям 

ϑ(pMj), возмущенным погрешностью с σ3 = 0.05. 
 

ГЛАВА 9. МОДЕЛЬ ХИМИЧЕСКИХ РЕАКЦИЙ: ОПЫТ 
РАСЧЕТА ПАРАМЕТРОВ И ПРОВЕРКИ 

АДЕКВАТНОСТИ 
Решения проблем могут умирать, но 
сами проблемы всегда пребывают жи-
выми. 

Х. Хеффдинг 
Ранее мы описали структуру «модели химических реакций», используемой для 

описания комплексообразования в растворах и учета множественности химических 
форм в привитом слое комплексообразующих кремнеземов. Рассмотрим накопленный 
опыт и современные тенденции в параметрической идентификации и проверке адек-
ватности этой модели. 

Параметрическая идентификация включает два относительно самостоятельных 
этапа. На первом определяют дискретные переменные модели – число сортов и сте-
хиометрический состав присутствующих в системе химических форм. На втором нахо-
дят непрерывные переменные – неизвестные константы устойчивости и факторы ин-
тенсивности. 
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9.1. Определение дискретных переменных 
9.1.1. Графические методы и вспомогательные функции 

В докомпьютерную эпоху средства определения состава комплексов были весьма 
ограниченными, причем для каждого типа систем и экспериментального метода необ-
ходимо было разрабатывать специальные приемы [238–243]. Из ранних разработок до 
настоящего времени практическое значение сохранили методы молярных отношений 
(насыщения) и изомолярных серий (Остромысленского–Жоба) [241]; метод насыщения 
остается одним из наиболее популярных при определении состава комплексов на 
поверхности КХМК. 

Исследуя взаимодействие реагентов М и Q, в этом методе фиксируют количество 
вещества одного компонента и регистрируют некоторое свойство равновесной системы 
как функцию количества вещества другого компонента. При исследовании комплексо-
образования в растворах измеряемым свойством чаще всего выступает светопоглоще-
ние, при изучении сорбционных равновесий – адсорбция сорбтива. Если Q – закреплен-
ный лиганд, М – сорбтив, то по результатам измерений рассчитывают значения функ-
ции 

 
(Q)

]M[(M)
n

Vnf ⋅−
= , (9.1) 

где n(M), n(Q) – количества вещества, моль; [M] – равновесная концентрация М в рас-
творе, моль/л; V – объем раствора, л, и строят график зависимости f от соотношения 
n(M)/n(Q) (рис. 9.1). Соотношение M и Q в комплексе определяют по значению fmax, со-
ответствующему предельному заполнению поверхности адсорбатом. Само по себе зна-
чение fmax не дает возможности определить состав комплексов. Так,  fmax = 1 соответст-
вует образованию закрепленных комплексов MQ, M2Q2, ..., MiQi; при fmax = 0.5 образу-
ются продукты MQ2, M2Q4 или, в общем случае, MiQ2i.. Подтвердить вывод о величине 
fmax можно по значению абсциссы точки пересечения прямых 1 и 2 (рис. 9.1). 

fmax

0

2
1f

n(M)/n(Q)  
Рис. 9.1. Определение состава комплексов в методе насыщения. 

 
Метод насыщения предоставляет надежную информацию лишь в том случае, ко-

гда в системе образуется единственный прочный комплекс. Если же при варьировании 
общих концентраций реагентов образуются несколько комплексов или константа ус-
тойчивости даже единственного комплекса недостаточно высока, чтобы наблюдать 
четко выраженную точку пересечения, метод может давать совершенно неверные ре-
зультаты [244]. 

К более удовлетворительным результатам может привести метод молярных отно-
шений [239, 244]. Принимают, что в исследуемой системе происходит образование 
единственного комплекса: 

 M + q Q 
qβ

=  MQq (9.2) 
и измеряют некоторое свойство равновесной системы – линейную комбинацию равно-
весных концентраций реагентов 
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 А = αМ⋅[M] + αQ⋅[Q] + αкомплекс⋅[MQq], α ≥ 0, (9.3) 
сохраняя постоянной сумму общих концентраций 
 Т = t(M) + t(Q), (9.4) 
но варьируя значение 
 x = t(Q) / { t(Q) + t(M)}. (9.5) 
По результатам измерений строят зависимость от х величины 
 Y = A - αM⋅T⋅(1-x) - αQ⋅T⋅x. (9.6) 
У этой зависимости при некотором значении х* наблюдается экстремум (минимум, если 
αкомплекс < αМ + q⋅αQ, максимум в противном случае). По этому значению и находят сте-
хиометрический коэффициент q: 
 q = x* / (1 - x*). (9.7) 

Метод применим и в том случае, когда образуются несколько комплексов, но 
константы их устойчивости сильно отличаются. 

Важное историческое значение для исследования ступенчатого образования се-
рии комплексов MQ, MQ2, ..., MQZ имел метод, основанный на использовании введен-
ной Н. Бьеррумом функции образования n  [245]. Ее значения легко поддаются 
расчету, если по результатам измерений известны общие концентрации компонентов 
t(M) и t(Q) и равновесная концентрация лиганда [Q]: 

 
(M)

[Q](Q)
t

tn −
= . (9.8) 

По физическому смыслу n  представляет собой среднее число координированных 
лигандов, и по ее максимальному значению можно судить о значении Z. Если ступен-
чатые константы устойчивости комплексов сильно отличаются, кривая образования 
(зависимость n  от pQ = -lg[Q]) имеет волнообразную форму с минимумами наклона 
вблизи всех целочисленных значений n  и максимумами при полуцелых n  [239]. В 
этом случае ее исследование позволяет оценить число сортов и стехиометрический 
состав комплексов. Трудности в обнаружении комплексов различного состава 
возникают в ситуациях, когда: ступенчатые константы устойчивости низки; по 
условиям эксперимента разности между общими и равновесными концентрациями t(Q) 
и [Q] малы; образуются полиядерные, протонированные или разнолигандные 
комплексы. 

Особые проблемы связаны с использованием функции образования Бьеррума при 
образовании комплексов на поверхности КХМК: наиболее часто доступны измерению 
общие концентрации t(M), t(Q) и равновесная концентрация [М], и рассчитываемая по 
этим данным функция f (см. уравнение (7.2)) совпадает с n  только в случае образова-
ния на поверхности единственного комплекса состава MQ [246]. 

Хотя идентификация комплексов в сложных системах с помощью графических 
методов и вспомогательных функций невозможна, они могут оказаться полезными при 
визуализации данных перед их компьютерной обработкой. 

9.1.2. Компьютерно ориентированные методы 
В настоящее время основные подходы к определению числа сортов и стехиомет-

рического состава комплексов связаны с использованием компьютеров. 
Проще всего определить число химических форм в растворе с помощью много-

волновой спектрофотометрии. Примем, что по условиям смешивания реагентов точно 
известны общие концентрации компонентов в N растворах, измерено светопоглощение 
этих растворов в условиях равновесия при Λ длинах волн, измеренные величины обра-
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зуют матрицу A размером N×Λ – количество аналитических позиций (длин волн)1. Со-
гласно закону Бэра–Бугера–Ламберта, 
 A = C ⋅ E, (9.9) 
где C – матрица равновесных концентраций размером N×Ω, Ω – число поглощающих 
форм, E – матрица коэффициентов молярного поглощения (факторов интенсивности 
αli) размером Ω×Λ. Если заведомо Λ > Ω, N > Ω, ранг матрицы Е rank(E) ≤ Ω (ранг E 
меньше Ω, если спектр хотя бы одной химической формы – линейная комбинация спек-
тров других форм), ранг матрицы С rank(С) = Ω. Следовательно, ранг матрицы А 
 rank(A) ≤ min{rank(E), rank(С)} ≤ Ω, (9.10) 
т.е. число поглощающих химических форм не меньше, чем rank(A). В методе Уоллеса–
Каца [247] приводят матрицу А к диагональному виду и приравнивают ее ранг числу 
элементов на главной диагонали, значимо отличающихся от нуля. Такой же прием ис-
пользован в программах DALSFEC [244, 248], SQUAD(1975), SQUAD(1978), 
SQUAD(1984) [249–251]. В программе CLINP 1.0 [252, 253,] выполняют сингулярное 
разложение [195, 203, 204] матрицы A: 
 A = U⋅Σ⋅VT, (9.11) 
где U и V – ортогональные матрицы размером N×N и Λ×Λ соответственно, Σ – прямо-
угольная матрица с диагональным и нулевым блоками, и приравнивают rank(A) количе-
ству сингулярных чисел κi (диагональных элементов Σ), существенно превосходящих 
нулевые значения. Суждение о том, значимо ли отличие от нуля малых диагональных 
элементов часто неоднозначно из-за отсутствия информации о случайных погрешно-
стях величин светопоглощения. 

Серьезным усовершенствованием подхода стал предложенный Х. Гэмпом и со-
авт. [254–256] развертывающийся факторный анализ (Evolving Factor Analysis, EFA). 
Хотя изначально EFA был заявлен как «свободный от модели» подход к описанию рав-
новесных систем по данным многоволновой спектрофотометрии, к 90-м годам EFA 
распространился на области, весьма далекие от исследования химических равновесий. 

Метод требует специальной постановки эксперимента, когда от одной реакцион-
ной смеси к другой закономерно меняется некая переменная, характеризующая состав 
смеси (pH, отношение количеств вещества лиганда и комплексообразователя, объем 
добавленного раствора титранта и т.п.). В методе EFA отказываются от разложения A 
на произведение C и Е, но решают схожую задачу. Факторный анализ [155, 257, 258] 
представляет A в виде произведения двух матриц: матрицы факторов L размером N×Ω 
и матрицы собственных векторов K размером Ω×Λ и дает, кроме того, собственные 
значения матрицы ATA как диагональные элементы матрицы Π: 
 C(N×Ω)⋅E(Ω×Λ)= A(N×Λ)=L(N×Ω)⋅K(Ω×Λ), (9.12) 

Разложение A на L и K легко найти по результатам SVD-разложения: 
 L = U ⋅ Σ, (9.13) 

 K = VT, (9.14) 

 Π = ΣTΣ = LTL. (9.15) 
Первичный EFA включает следующие шаги: 
1. Найти разложение A = L⋅K, определить rank(A) и остаточную дисперсию 

 ∑∑
=

Λ

=Ω−Λ×
=σ

N

i j
ijR R

N 1 1

22 1 . (9.16) 

где Rij – элементы матрицы остатков 

                                                 
1 Для удобства выкладок в п. 9.1.2 А, С и Е транспонированы по сравнению с их аналогами в остальном тексте. 
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 R =A - L⋅K. (9.17) 

2. Рассчитать Λi – собственные числа матриц ii LLT , i = 1, 2, …, N, где Li- матрицы 
размером i×Ω, составленные из первых i строк матрицы L, сформировать из Λi матрицу 
развертывающихся факторов Cf размером N×Ω. 

3. Построить графики зависимостей f
jC*,lg , j = 1, 2, …, Ω, от i, i = 1, 2 , …, N. Рез-

кое увеличение f
jC*,lg  при определенном i рассматривают как признак образования но-

вой химической формы. 
4. Повторить процедуру в обратном направлении, начиная с последнего, N-го из-

мерения. При этом строится матрица собственных чисел Cb размером N×Ω. 
5. Создать матрицу абстрактных концентраций Ca, элементы которой определя-

ются как 

 ( )b
jsi

f
ji

a
ij CCC −+= 1,, ;min , (9.18) 

а затем провести ее нормировку: 

 ( ) ( ) tot
a

1
aaa

n CCCCCC ⋅⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

− TT
, (9.19) 

где Ctot – матрица общих (аналитических) концентраций. 

Первичный EFA определяет число светопоглощающих химических форм (даже в 
случае, когда анализ ранга A дает неточные сведения), находит области существования 
химических форм и полуколичественно оценивает их равновесные концентрации (что 
позволяет, приписав химическим формам тот или иной стехиометрический состав, не-
посредственно оценить константы устойчивости). 

Вторичный EFA – это итеративная процедура, позволяющая рассчитать равно-
весные концентрации и факторы интенсивности реагентов (не указывая их стехиомет-
рический состав!). Его основные шаги следующие: 

1. Нормализовать концентрационные профили, с тем чтобы максимальная кон-
центрация равнялась единице, и применить уравнение (9.19) для окончательной оцен-
ки. 

2. Оценить факторы интенсивности 

 ( ) KΠCLE
1

n ⋅=
−T . (9.20) 

3. Пересчитать по строкам элементы матрицы абстрактных концентраций 

 ( ) ( ) 1
DDD

a EEEKLC
−

⋅⋅= TTi , i = 1, 2, …, N, (9.21) 

где ED – матрица, содержащая спектры значимых форм (значимой признают форму, ко-
торой соответствует существенно большее нуля собственное число матрицы ii LLT ). За-
менить нулями полученные отрицательные величины. Итерации продолжают до сходи-
мости по C и E. 

В работе [255] приведен яркий пример возможностей EFA. На рис. 9.2 [255] со-
поставлены зависимости от pH равновесных концентраций химических форм для сис-
темы H2O – Cu2+ – 3,7-диазанонандиамид (Q) – H+, полученные методом EFA, и на ос-
нове обычной модели, использующей ЗДМ.  

Очевидно, что зная число сортов комплексов, построив диаграмму их распреде-
ления и найдя их спектры, значительно проще выбрать стехиометрический состав хи-
мических форм. Расчет констант равновесия при известных равновесных концентра-
циях реагентов и вовсе не составляет проблемы. Так, по диаграмме распределения 
комплексов в зависимости от pH, нетрудно было заключить, что 1 – Cu2+, 2 – CuQ2+, 3 – 
[CuQH-1]+, 4 – CuQH-2. 
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К сожалению, для надежной работы метода необходимо, чтобы степень образова-
ния каждого из комплексов в изучаемых растворах (αc) менялась от 0 до 1. Если уже в 
первых смесях αc какого-то из комплексов велика (превышает 0.15–0.2) или даже в по-
следних точках плана эксперимента не достигает единицы (αc < 0.8–0.85), то погреш-
ность метода EFA недопустимо высока. 

2
1

3

4[Li],
моль/л

рН
 

Рис. 9.2. Зависимость равновесных концентраций химических форм от рН. Точки – 
расчет с использованием ЗДМ, линии – результат EFA. 

 
Более универсальным является «метод проб и ошибок» [259, 260], ставший гос-

подствующим в эпоху широкого внедрения ЭВМ. В этом методе испытывают множе-
ство, иногда десятки гипотез о составе комплексов, минимизируя критериальную 
функцию по значениям неизвестных непрерывных переменных. Принимают ту из мо-
делей, для которой величина критерия наименьшая. Метод проб и ошибок предпола-
гает использование автоматических, встроенных в компьютерные программы систем 
перебора гипотез о числе сортов и составе комплексов (блоков «species selector») [260–
264]. 

Одной из лучших считают систему, разработанную Л. Зекани и И. Надьпалом как 
часть программы PSEQUAD [262]. Приступая к моделированию, разбивают реагенты 
на несколько групп. Признаки «0» приписывают комплексам Li с известными констан-
тами устойчивости βi, «1» – комплексам, которые обязательно следует учесть в модели. 
Положительными целыми числами, большими единицы, отмечают химические формы, 
которые разрешено исключать из модели. Отрицательные целые числа, меньшие -1, 
служат признаками комплексов, которые могут использоваться для пополнения модели 
в ходе расчетов. 

Вначале вычисляют константы устойчивости комплексов с признаками «+1», 
«+2» и т.д. и анализируют полученные результаты. Из модели исключают (помечают 
признаком «-1») тот из комплексов, отмеченных числом, большим 1, изменение кон-
станты устойчивости которого на последней итерации превосходило одну логарифми-
ческую единицу, и вновь выполняют расчеты. Процедура исключения комплексов по-
вторяется до тех пор, пока в модели не остаются значимые химические формы (ком-
плексы, константы устойчивости которых на последней итерации уменьшаются менее 
чем на одну логарифмическую единицу). На следующем этапе модель пополняют ком-
плексами с признаками, меньшими -1, вводя их в модель по одному, в порядке умень-
шения абсолютных значений признаков. При этом ранее отброшенные реагенты уже не 
рассматриваются как возможные кандидаты на пополнение модели. Процесс прекра-
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щается, когда в списке не остается комплексов ни для пополнения модели, ни для ис-
ключения из нее. 

Недостатками описанной эвристической процедуры мы считаем: 1) исключение 
комплекса из модели по величине поправки к логарифму уточняемой константы на по-
следней итерации и 2) способ выбора состава комплексов, перспективных для включе-
ния в модель. С первым недостатком еще можно смириться или заменить способ от-
браковки незначимых химических форм (например, исключение можно проводить на 
основе применения частного F-критерия, стандартного средства проверки значимости 
регрессоров) [265–267]. Преодолеть же второй недостаток, оставаясь в рамках метода 
проб и ошибок, невозможно: список допустимых химических форм формируется ис-
следователем на основе своего опыта, интуиции, аналогий и не связан с анализируе-
мыми экспериментальными данными. Конечно, никаких гарантий, что будут учтены 
все реально присутствующие в системе комплексы, нет, особенно в том случае, когда 
их состав необычен. Еще на один недостаток метода проб и ошибок указывают специа-
листы по статистике: если недоступна развернутая информация о законе распределения 
экспериментальных погрешностей, отбраковка конкурирующих моделей только по ве-
личине критериальной функции ненадежна [268]. Механический перебор моделей при 
ненадежности критериев отбраковки неверных гипотез о составе комплексных соеди-
нений стал одной из главных причин засорения справочной литературы недостовер-
ными сведениями. 

Недавно с помощью генетических алгоритмов усовершенствована процедура ис-
ключения комплексов из модели [269]. Формулируя задачу, в исходную популяцию 
включают хромосомы, представляющие допустимые наборы реакций. После выполне-
ния алгоритма остаются лишь один–два набора. Неизвестные константы равновесия 
уточняют обычными численными методами (в работе [269] – симплекс-методом). 

Осознание неустранимых недостатков метода проб и ошибок стимулировало по-
иск альтернативных подходов. Й. Хавел и М. Мелоун [270, 271] и позднее Я. Костро-
вицки и А. Ливо [272] предложили стехиометрические индексы в формулах комплек-
сов считать непрерывными переменными и вычислять так же, как константы устойчи-
вости. Гипотезу об образовании комплекса Li принимали в том случае, если рассчитан-
ные стехиометрические индексы в формуле Li оказывались близкими к целым числам. 
Авторы [270] продемонстрировали ряд примеров эффективности своего подхода, одна-
ко рекомендовать его к повсеместному применению трудно. Дело в том, что на этапе 
расчета параметров модели в результате резкого повышения размерности задачи обост-
ряются (по сравнению с традиционными методиками) проблемы численной устойчи-
вости вычислений. На практике лишь в исключительных случаях удается раздельно на-
ходить стехиометрические индексы и константы устойчивости, а сходимость алгорит-
мов к минимуму критериальной функции зависит от выбора начальных приближений 
параметров [270]. 

На наш взгляд, действенной альтернативой методу «проб и ошибок» стал метод 
последовательной коррекции пробных моделей А.А. Бугаевского [273, 274]. Основан-
ный на теории обобщенных буферных свойств [274, 275], он оптимальным образом на-
правляет эрудицию и опыт исследователя на учет особенностей моделируемой систе-
мы. Способ А.А. Бугаевского ориентирован на экспериментальные методы, измеряю-
щие линейные комбинации равновесных концентраций при условии, что факторы ин-
тенсивности реагентов известны (методы ионометрии, распределения, растворимости и 
др.). 

Опишем применение метода в простейшем случае, когда экспериментально опре-
деляемой характеристикой системы выступает логарифм равновесной концентрации 
реагента M, lg [M]. На первом этапе формулируют пробную гипотезу о реакциях в сис-
теме, рассчитывают для нее неизвестные константы равновесия, равновесные концен-
трации реагентов во всех экспериментальных точках, находят невязки 

[ ] [ ]экспвыч MlgMlg kkk −=∆ , где k – номер экспериментальной точки, и проверяют адек-
ватность модели. Если статистические критерии выявили неадекватность пробной мо-
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дели эксперименту, изучают области плана эксперимента, где невязки ∆k значительно 
превышают погрешность измерения lg [M]. 

Чтобы компенсировать большие невязки ∆k, модель дополняют новой химиче-
ской формой Lnew. Стехиометрический состав Lnew определяют без дополнительных вы-
числений, исследуя лишь равновесный состав, рассчитанный для пробной модели. За-
пишем в канонической форме реакции получения частиц М и новой формы Lnew: 

 ∑
=

=
Y

j
jj B

1
,M ,Mν  (9.22) 
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=

=
Y

j
newjjL LBnew

1
,ν . (9.23) 

Показано [273], что влияние новой химической формы на дифференциал невязки ∆ вы-
ражается формулой 
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Применять на практике формулу (9.24) неудобно, поскольку она предусматривает 
двойное суммирование. Получим из (9.24) более простое выражение. Для этого вос-
пользуемся тем, что выбор независимых компонентов Вj неоднозначен (см. гл. 5), и от 
произвольного набора Вj перейдем к такому набору преобладающих компонентов 
(ПК) *

jB , в который включены Y реагентов с наибольшими равновесными концентраци-
ями. Согласно [275], при таком выборе компонентов производные  
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где δjl – символ Кронекера, а дифференциал невязки  
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Поскольку в исходной (пробной) модели форма Lnew отсутствовала, допустимы 
только положительные дифференциалы d [Lnew]. Следовательно, пополнение модели 
формой Lnew уменьшит невязку ∆, если знак суммы 

 ∑
=

=
Y

j
jjLj BG new

1

**
,

*
,M ][/νν  (9.27) 

совпадает со знаком исправляемой невязки ∆. 
Отсюда следует практическая рекомендация: обнаружив неадекватность пробной 

модели, необходимо 1) найти на зависимости состав – свойство области с большими 
невязками ∆k и одинаковыми наборами ПК; 2) дополнить модель такой новой химичес-
кой формой Lnew, чтобы во всех точках выбранной области плана эксперимента знаки 
сумм G совпадали со знаками исправляемых невязок. Важно отметить, что реакция об-
разования Lnew компенсирует большие невязки в области с одним набором ПК, но мало 
влияет на описание эксперимента в областях с другим выбором преобладающих компо-
нентов.  

Если и пересмотренная модель не адекватна эксперименту, ее вновь пополняют и 
повторяют расчеты. Метод гарантирует построение адекватной модели, причем при 
моделировании даже сложных систем число шагов модификации модели не превышает 
пяти–шести. В то же время, в зависимости от первоначальной (пробной) модели, не ис-
ключено построение нескольких адекватных моделей, отличающихся числом сортов 
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и/или стехиометрическим составом комплексов. Высокая эффективность метода дока-
зана как с помощью имитационного моделирования [276], так и при анализе разнооб-
разных экспериментальных данных [229, 273, 277–282]. 

Проиллюстрируем применение метода двумя примерами. В работе [229] изучены 
протолитические свойства (N-цианэтил)аминофосфоновой кислоты (АФК, H2Q), при-
витой на поверхность аэросила: 

O ( CH 2) 3

OC2H 5

OC2H 5

Si

( CH 2) 2CN

CH 2 P

O

O

OHN +

H

SiO
2

-
 

Концентрация H2Q составила 0.24 ммоль/г, протолитические свойства изучены методом 
рН-метрического титрования при 20 оС суспензий КХМК (0.100 г) в 30 мл раствора KCl 
(0.75 моль/л) раствором NaOH. При расчете параметров равновесий минимизировали 
остаточную дисперсию 

 ∑
=

∆⋅
−

=
N

k
kkw

pN
s

1

22
0

1 , (9.28) 

где N – число экспериментальных точек, р – число искомых констант равновесия, k – 
номер точки, ∆k = lg [H+]выч - lg [H+]эксп, wk – статистический вес k-го измерения, 

 2эксп}][H(lg{
1
+

=
s

wk , (9.29) 

s(lg [H+]эксп) – среднее квадратическое отклонение рН (принимали равным 0.05). Для 
адекватной модели остаточная дисперсия – величина порядка единицы [267]. 

В пробной модели учитывали реакции  

 ++= HHQ
β

QH -1
2

a
, (9.30) 

 ++= H2Q
β

QH -22
2

a
. (9.31) 

Испытание пробной модели показало, что остаточная дисперсия 2
0s = 9.2, 

lg βa1 = -5.91±0.09, lg βa2 не определен, так как форма Q2- не представлена в системе ни 
в одной экспериментальной точке, и реакция (9.31) не влияет на качество аппроксима-
ции эксперимента. Пробная модель плохо описывала экспериментальные данные – ве-
лика 2

0s , невязки ∆k существенно превосходят уровень экспериментальных погрешно-
стей (рис. 9.3). 

Частицы Н+ получаются по реакции между преобладающими компонентами H2Q 
и HQ- 

 +=+ HHQνQHν -
HQH,2QHH, -2 , (9.32) 

где стехиометрические коэффициенты 1ν QHH, 2 = , 1ν -HQH,
−= . Согласно методу кор-

рекции пробных моделей, качество аппроксимации эксперимента резко улучшится, ес-
ли модель дополнить таким продуктом реакции между H2Q и HQ-  

 ,HQνQHν -
HQ,2QH, -2 newLL L

newnew =+  (9.33) 

что знаки сумм 
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Рис. 9.3. Результаты испытания пробной модели. c – равновесные концентрации, 10-4 
моль/л, 1– [H2Q], 2 – [HQ-] точки – невязки ∆k, вертикальная линия разделяет области 

плана эксперимента a и b с различным соотношением [H2Q] и [HQ-], 
ϖ = n(OH-)/n(H2Q), n – количества вещества реагентов. 

будут совпадать со знаками исправляемых невязок. В области a невязки ∆k < 0, 
[H2Q] > [HQ-], в области b – ∆k > 0, [H2Q] < [HQ-] (рис. 9.3). Очевидно, что и положи-
тельные, и отрицательные невязки скорректирует реакция, в которой коэффициенты 

QH, 2
ν

newL и -HQ,ν
newL  равны и положительны. Простейший выбор – приравнять их еди-

нице и включить в модель продукт реакции 

 -
2

-
2 H(HQ)HQQH

ГK
=+ , (9.35) 

где КГ – константа равновесия реакции гомосопряжения закрепленных групп. 
Новая модель, учитывающая реакции (9.30) и (9.35), адекватна эксперименталь-

ным данным ( 7.12
0 =s ). 

Рассмотрим выбор модели комплексообразования Pb(II) с аминодифосфоновой 
кислотой (АДФК, H4R), привитой на поверхность силохрома С-120 с удельной поверх-
ностью 120 м2/г [282]. Для исследования комплексообразования АДФК с ионами Pb2+ 

выполняли pH-метрическое титрование раствором щелочи водной суспензии сорбента 
с привитой на поверхность монокалиевой солью АДФК (0.25 ммоль/г): 
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Начальные концентрации реагентов (в пересчете на объем водной фазы) составляли: 
t(Pb2+ ) = 1.19⋅10-3 моль/л, t(H3R-) = 1.96⋅10-3 моль/л. Заранее были определены пара-
метры протолитических равновесий привитых групп АДФК [282]: 
 lg Ka2 (H3R- = H2R2- + H+) = -4.57±0.05; 
 lg Ka3 (H2R2- = HR- + H+) = -8.34±0.04; 
 lg KГ (H3R- + H2R2- = {(H2R)2H}3-) = 3.99±0.07. 
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Вначале испытали модель, не содержавшую никаких комплексов Pb(II) с АДФК 
(табл. 9.1, реакции записаны в канонической форме). Предварительными расчетами ус-
тановлено, что в изученном диапазоне общих концентраций Pb2+  и pH из всех гидрок-
сокомплексов Pb(II) со сколько-нибудь ощутимым выходом могут образовываться 
лишь комплексы PbOH+ и +4

44 (OH)Pb . Моделируя равновесия, неизвестные константы 
рассчитывали, минимизируя остаточную дисперсию (9.28) и задавая при вычислении 
статистических весов стандартное отклонение s(pH) = 0.05. 

 
Таблица 9.1.Исходная модель равновесий комплексообразования Pb2+ с АДФК 

Стехиометрические 
коэффициенты при 

компонентах  

No 

H+ H3R- Pb2+ 

Продукт lg βi 

1 1 0 0 H+ 0 

2 0 1 0 H3L- 0 

3 0 0 1 Pb2+  0 

4 -1 0 0 OH- -13.8 = lg Kw 

5 -1 1 0 H2R2- -4.57 = lg Ka2  

6 -2 1 0 HR3- -12.91 = 32 lglg aa KK +  

7 -1 2 0 {(H2R)2H}3- -0.58 = Гa KK lglg 2 +  

8 -1 0 1 PbOH+  -7.8 

9 -4 0 4 +4
44 OH)(Pb  -19.9 

 
Пробная модель крайне неудовлетворительно описывала эксперимент: остаточ-

ная дисперсия 2
0s  = 490, во всех экспериментальных точках велики невязки 

∆ = lg[H+]выч - lg[H+]эксп (рис. 9.4). На кривой титрования можно выделить несколько 
областей плана эксперимента с различными наборами преобладающих компонентов. 
Для пополнения модели исследовали область d, в которой невязки ∆k имеют наиболь-
шие абсолютные значения, набор преобладающих компонентов содержит химические 
формы Pb2+, H2R2-, HR3-, а реакция получения H+ из преобладающих компонентов 
имеет вид: 

 H2R2- - HR- = H+. (9.36) 

Для компенсации отрицательных ∆k (обеспечения отрицательности сумм G) 
нужно использовать реакции, в которых 0ν 3HR

≥−  и 0ν 2
2RH

≤− . Можно записать не-

сколько реакций, отвечающих указанным требованиям, например 

 Pb2+ + HR3- = PbHR-,  (9.37)  

 Pb2+ + 2 HR3-- H2R2- = PbR2-, (9.38) 

 −−+ =+ 4
2

32 Pb(HR)2HRPb . (9.39) 
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Рис. 9.4. Кривая титрования раствора Pb(II) и суспензии SiO2–АДФК. Точки – 

эксперимент, линия – расчет по пробной модели. Буквами обозначены области плана 
эксперимента с разными наборами преобладающих компонентов. 

 
Дополнив модель реакцией (9.37), повторили расчет. При испытании новой мо-

дели обнаружилось, что качество описания эксперимента улучшилось )243( 2
0 =s . Для 

построения адекватной модели потребовалось еще несколько шагов пополнения (табл. 
9.2, во всех областях плана эксперимента, использованных для модификации модели, 
невязки ∆k были отрицательными). 

 
Таблица 9.2. Ход построения модели комплексообразования в системе Pb2+-АДФК 

Область для 
пополнения модели 

Шаг Рассчитываемые 
параметры 

2
0s  

преобладающие 
компоненты 

Предлагается 
дополнить модель 
продуктом реакции 

1 — 490 Pb2+ H2R2- HR3- Pb2+ + HR3- = PbHR- 
 

2 
 

lg K1(Pb2+ + HR3- = 
= PbHR-) = 8.7±1; 

 
243 

 
PbHR- 

 
H2R2- 

 
HR3- 

 
PbHR- + HR3- = 

= [Pb(HR)2]4- 

 
PbHR- + HR3- - H2R2- = 

=PbR2- 
 
 

3 
 

lg K1 = 8.58±0.06; 
lg K2(PbHR- + HR3- = 

= [Pb(HR)2]4-) — 
отброшен; 

lg K3(PbHR- = PbR2- + 
+ H+) = -5.4±0.2 

 
5.9 

 
Pb2+  

 
H3R- 

 
H+ 

 
Pb2+ + H3R- - H+ = 

= PbH2R 
 

 
 

4 

lg K1 = 8.79±0.13; 
lg K2 отброшен; 

lg K3 = -5.26±0.02; 
lg K4(Pb2+ + H2R2- = 

= PbH2R) = 4.27±0.06 

 
0.24 

    
 

пополнение не 
требуется 

 
Таким образом, можно заключить, что в настоящее время исследовате-

лям доступен ряд методов определения числа сортов и стехиометрического 
состава комплексов по данным КФХА. 
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Каждый из методов обладает своими достоинствами: метод «проб и ошибок» 
легко автоматизировать; метод Хавела-Мелоуна концептуально весьма прост; метод 
последовательной коррекции пробных моделей  гарантирует построение адекватной 
модели; метод EFA весьма эффективен и предоставляет большой объем информации. В 
то же время, ни один из методов не свободен от недостатков: уязвимое место метода 
«проб и ошибок» – выбор состава комплексов, намечаемых к включению в модель; ме-
тод Хавела-Мелоуна требует привлечения изощренных вычислительных алгоритмов, 
обеспечивающих численную устойчивость расчетов; метод последовательной коррек-
ции практически не поддается автоматизации; метод EFA применим лишь при специ-
альном планировании спектрофотометрических экспериментов. Несмотря на то, что ни 
один из упомянутых методов нельзя считать панацеей, комбинирование разных подхо-
дов и критическая оценка результатов их применения позволяют исследователю доста-
точно обоснованно сформировать список химических форм в исследуемой системе. Ко-
нечно, окончательное суждение о стехиометрическом составе комплексов в сложных 
системах может потребовать данных, полученных независимыми (желательно, струк-
турно чувствительными) методами исследования. 

9.2. Определение непрерывных переменных  
На этом этапе параметрической идентификации предполагают, что уже опреде-

лены: а) число химических форм S и б) их стехиометрический состав (известны коэф-
фициенты νij). Необходимо определить неизвестные константы устойчивости βi, 
i = 1, 2, …, p; p ≤ S, и, возможно, факторы интенсивности (αli) некоторых реагентов. 
Составляя список из S химических форм в исследуемой системе, первыми в него вне-
сем Ω реагентов с неизвестными αli. Общее число параметров, подлежащих расчету 
(размерность вектора θ, содержащего все неизвестные параметры βi и αli) 
 z = p + Λ×Ω < N×Λ. (9.40) 

9.2.1. Применение вспомогательных функций и графических методов 
Как и при определении стехиометрического состава комплексов, исторически 

первыми методами расчета констант устойчивости были графические, основанные на 
использовании вспомогательных функций (табл. 9.3). Поскольку используемые при 
этом процедуры подробно описаны в руководствах [238–240, 244, 283, 284], мы остано-
вимся лишь на тех подходах, которые до настоящего времени применяются в химии 
КХМК.  

Таблица 9.3. Характеристики вспомогательных функций 
Обоз-
начение 

Название Необходимые 
экспериментальные 

данные 

Определение 

n  Функция образования 
Бьеррума t(M), t(Q), [Q] 

(M)
]Q[)Q(

t
tn −

=  

ϕФ закомплексованность, 
функция Фронеуса t(M), [M] ϕФ = 

]M[
)M(t  

 
F 

 
функция Ледена 

 
t(M), [M], [Q] [M][Q]

]M[)M( −
=

tF  или 

[M]
]M[)M( −

=
tF  

αc 
степень образования 

комплекса MQc 
t(M), [MQc] 

(M)
][MQ

t
c

c =α  

 
D 

коэффициент 
распределения М между 

фазами I и II  

[M]I, [M]II 
I

II

[M]
[M]

=D  
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Весьма популярным долгое время был метод Скэтчарда [285]. При образовании 
единственного комплекса MQ выражение для функции образования имеет вид 

 ,
]Q[β1

]Q[β
[MQ][M]

[MQ]
(M)

[Q])Q(
⋅+

⋅
=

+
=

−
=

t
tn  (9.41) 

где β – константа устойчивости комплекса MQ. Это уравнение можно преобразовать к 
виду 

 
[M]β

1
⋅

−=
nn . (9.42) 

Очевидно, что оно описывает линейную зависимость n  от n /[M], и по этой зависимо-
сти легко найти константу β. Следует заметить, что применение линейного метода наи-
меньших квадратов для определения регрессионных коэффициентов зависимости (9.42) 
некорректно, поскольку в уравнении (9.42) нарушены важные предпосылки МНК (не-
коррелированность предикторов и откликов и точное задание предикторов) [286]. 

Полезной остается такая вспомогательная функция, как коэффициент распреде-
ления (D) сорбтива M между фазами I (раствором) и II (сорбентом). При расчете D 
обычно располагают сведениями об объеме фазы I, массе фазы II, общей концентрации 
(или количестве вещества) M в системе t(M) и равновесной концентрации M в фазе 
раствора [M]I. Если в фазе II образуется комплекс MQ, то по указанным данным легко 
найти его равновесную концентрацию [MQ]II и коэффициент распределения 

 D = [MQ]II / [M]I.  (9.43) 

Пусть сорбцию М описывает уравнение изотермы Ленгмюра 

 
[Q]β1

[Q]β
(Q)

[MQ]II

⋅+
⋅

=
t

, (9.44) 

где t(Q) – общая концентрация центров связывания (сорбционная емкость). Это уравне-
ние можно преобразовать к виду [161] 

 I
II

I
[M]

)Q(
1

)Q(β
1

[MQ]
[M]1

ttD
+

⋅
== . (9.45) 

Если зависимость 1/D от равновесной концентрации [M]I линейна, то по тангенсу 
угла наклона находят 1/t(Q), а по величине свободного члена – 1/{β⋅t(Q)}. Основное 
достоинство метода в том, что одновременно с константой β он позволяет определять 
t(Q). Впрочем, и в данном случае нарушены основные предпосылки МНК, что делает 
рассчитанные коэффициенты не вполне надежными. 

9.2.2. Численные методы параметрической идентификации 

Компьютерно ориентированные численные методы, не зависящие от числа сор-
тов и стехиометрического состава комплексов, являются основными при расчете кон-
стант устойчивости и факторов интенсивности. Подлежащие определению параметры θ 
находят как оценки, обращающие в минимум некоторый критерий U, зависящий от ка-
чества аппроксимации моделью экспериментальных данных: 

 |θ> = arg min U(θ). (9.46) 
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9.2.2.1. Выбор  вида  критериальной  функции  методом  максимума  
правдоподобия   

Каждый уверен в справедливости нор-
мального закона: экспериментаторы – 
потому, что они думают, что это матема-
тическая теорема; математики – потому, 
что они думают, что это эксперимен-
тальный факт.   

А. Пуанкаре 
Я. Ридберг и Дж. Салливэн [287] предложили при расчете констант равновесия в 

качестве критериальной функции использовать взвешенную сумму квадратов невязок: 

 U(θ) = ∑
=

∆
N

k
kkw

1

2 , (9.47) 

где wk – статистический вес k-го измерения, связанный с оценкой дисперсии σ2(∆k), ∆k – 
невязка между вычисленным (Âk) и измеренным (Ak) значениями величины некоторого 
свойства равновесной системы: 
 ∆k = Âk - Ak. (9.48) 
Такой выбор принят во всех шестидесяти важнейших компьютерных программах рас-
чета параметров равновесий (1961 – 1996) [244, 248–252, 260, 262–264, 270, 283, 288, 
289, 290]. Его можно обосновать, исходя из метода максимального правдоподобия [286, 
291, 292] и сделав некоторые предположения о статистических свойствах обрабатывае-
мых данных. 

В методе максимума правдоподобия исследуют функцию правдоподобия L(θ). 
Эта функция должна быть такой, чтобы при заданных условиях эксперимента Xk, 
k = 1, 2,…, N, для произвольного вектора значений параметров θ значение L(θ) количе-
ственно характеризовало вероятность появления вектора откликов A, наблюдавшегося 
экспериментально. В качестве оценки максимального правдоподобия принимают такой 
вектор θ*, при котором функция L(θ) достигает максимума. 

Если измерения в различных экспериментальных точках независимы, функцию 
правдоподобия можно записать как 

 L(X1, ..., XN; A1, ..., AN; θ) =∏
=

ϕ
N

k
kkk

1
);;( θAX , (9.49) 

где ϕk – функция плотности вероятности k-го измерения. Представим результаты изме-
рений в виде  

 NkAfA kkkkk ...,,2,1,εε),(~
=+=+=

)
θX , (9.50) 

где f~  – некоторая функция, заданная с точностью до значений параметров θ; εk – слу-
чайная погрешность измерения Ak, и предположим, что все погрешности εk независимы 
(cov(εk, εl) = 0 при l ≠ k), имеют нулевое среднее и одинаковые дисперсии σ2. 

В том случае, если погрешности εk распределены нормально, функция ϕk имеет 
вид: 

 ϕ(Xk; Ak; θ) = [ ] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅−×⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
×

2
2 2

1exp
σ
1exp

2πσ
1

kk AA
)

. (9.51) 

Опустив в (9.51) постоянный множитель ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2σ

1exp
2πσ

1  и подставив полученное выра-

жение  в формулу (9.49), приходим к следующей функции правдоподобия: 
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 L(X1, ..., XN; A1, ..., AN; θ) = 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−− ∑
=

N

k
kk AA

1

2][
2
1exp

)
. (9.52) 

Она принимает максимальное значение при значении θ*, минимизирующем сумму ква-
дратов невязок 

 [ ]∑
=

−=
N

k
kk AAU

1

2)
. (9.53) 

Статистические веса wk вводят в критерий U, если дисперсии погрешностей εk неоди-
наковы; веса назначают как 2σ1 kkw = , где 2σk  – дисперсия εk. 

При справедливости сформулированных выше предположений оценки θ*, обра-
щающие в минимум критерий (9.53) (МНК-оценки), обладают следующими статисти-
ческими свойствами (для моделей, нелинейных по параметрам – лишь асимптотически, 
при N → ∞) [286, 293]: 

1. Математические ожидания МНК-оценок равны истинным значениям (оценки 
несмещенные): 

 E(θ*) = θист. (9.54) 
2. Дисперсия МНК-оценок наименьшая среди всех несмещенных оценок 

(оценки эффективные): 
 σ2(θ*

i) ≤ σ2(πi), (9.55) 
где πi – произвольная линейная несмещенная оценка (θист)i. 

3. МНК-оценки состоятельные: 

 1γ)(lim ист
* =⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ <−

∞→
ii

N
P θθ , (9.56) 

где P(*) – вероятность события *, γ – произвольное малое положительное число. 
4. Для правильной регрессионной модели несмещенная оценка остаточной дис-

персии определяется как 

 ∑
=

∆
−

=
N

k
kkw

zN
s

1

22
0

1 , (9.57) 

где z – число подгоночных параметров. 
5. Вектор оценок θ* подчиняется многомерному нормальному распределению. 
6. Взвешенные невязки ξk = kkw ∆2/1  распределены нормально с нулевым сред-

ним и единичной дисперсией. 
7. Оценки 2

0s  и θ* являются независимыми случайными величинами. 
Возникает, однако, вопрос: действительно ли справедливы сделанные выше 

предположения? Наибольшие опасения вызывают два постулата: об отсутствии по-
грешностей в значениях факторов Xk, k = 1, 2,…, N, и о нормальном распределении по-
грешностей откликов εk. При наличии в Xk погрешностей приходится переходить от 
регрессионного анализа к конфлюэнтному (подробнее см. п. 10.1 и публикации [294–
296]). При распределении погрешностей εk, отличном от нормального, оптимальные 
свойства МНК-оценок не гарантированы. 

Гипотезу о нормальном распределении погрешностей εk следовало бы проверить 
перед обработкой данных. Однако на практике такую статистическую проверку не вы-
полняют (она требует многочисленных параллельных измерений в каждой точке плана 
эксперимента, что исключено по экономическим соображениям). Вместо строгого до-
казательства нормальности распределения εk обращаются к правдоподобным, на пер-
вый взгляд, рассуждениям. 
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Легко допустить, что каждая погрешность ε – сумма большого числа независи-

мых ошибок δi ( ∑
=

=
m

i
i

1
δε ), а вклад каждого из слагаемых δi мал. Если дисперсии оши-

бок 2σi  постоянны, то, согласно центральной предельной теореме (ЦПТ)1 [291, 292], 
при числе слагаемых m → ∞ распределение εk стремится к стандартному нормальному. 
Отсюда следует вывод: поскольку нормальный закон является предельным, причем во 
многих случаях достаточно нескольких слагаемых δi, чтобы  распределение их суммы ε 
приблизилось к нормальному, то гипотезу о Гауссовском распределении ε и следует 
использовать при построении функции правдоподобия. Приведенные соображения, к 
сожалению, ничего не доказывают. Действительно, даже если предположить, что вы-
полняются условия ЦПТ, скорость сходимости распределения ∑= iδε к нормальному 

совершенно не обязательно высока. Так, если величины δi подчиняются распределению 
χ2, то и при 100 слагаемых распределение суммарной величины ε будет далеким от 
нормального [291]. Во-вторых, как указывает Хьюбер [298], требование о примерно 
равном вкладе всех слагаемых δi в суммарную погрешность ε часто не выполняется, и 
массивы экспериментальных данных содержат случайные выбросы («промахи»). Нако-
нец, – и это самое главное, – уже более двадцати лет известно, что не только закон рас-
пределения Гаусса, но и закон распределения Лапласа может выступать в качестве 
предельного [299, 300]. В.И. Мудровым и В.Л. Кушко показано [299], что в том случае, 
когда суммарная погрешность измерения ε формируется как сумма большого числа не-
зависимых ошибок δi, но дисперсии последних 2σi  не постоянны, а колеблются вокруг 

некоторых значений 2
0σi , распределение ε подчиняется закону Лапласа с функцией 

плотности распределения 

 ϕЛаплас(Xk; Ak; θ) = 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−− ||
λ
1exp

λ 2
1

kk AA
)

, (9.58) 

где λ – параметр закона распределения. 
В этом случае метод максимума правдоподобия показывает, что оптимальные по 

статистическим свойствам  оценки получаются не при минимизации суммы квадратов 
невязок (9.53), а при минимизации суммы модулей 
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=

−=
N

k
kk AAL

1
1 ||

)
. (9.59) 

Итак, в качестве предельных могут выступать и Гауссовский, и Лапласовский за-
коны распределения, причем разница в условиях, формирующих эти законы, для экс-
периментатора практически неощутима. 

До последнего времени на недостаточную обоснованность метода наименьших 
квадратов просто закрывали глаза, поскольку альтернативные методы параметрической 
идентификации намного сложнее в вычислительном отношении, а статистические 
свойства оценок параметров для методов, отличных от МНК, изучены значительно ху-
же. В настоящее время возможности вычислительной техники позволяют в полном 
объеме использовать подходы теории анализа данных и строить вычислительные алго-

                                                 
1 Формулировка Линдеберга-Леви [297]: eсли δ1, δ2, …, δm – независимые случайные величины, имеющие один 
и тот же закон распределения со средним значением E(δi) = a и дисперсией D(δi) = σ2, то по мере роста m функ-

ция распределения случайной величины 
1

1

σδ1)(ε
−

=
⎟⎟
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⎝

⎛
⋅

⎪⎭

⎪
⎬
⎫
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⎪
⎨
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−= ∑ m
a

m
m

m

i
i  стремится к функции распреде-

ления стандартного нормального закона. ЦПТ расширена на более общие случаи, когда распределения случай-
ных слагаемых δi отличаются и не являются независимыми [291]. 
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ритмы, устойчивые к нарушениям предпосылок МНК. Разработанный нами алгоритм 
на основе М-оценок Хьюбера рассмотрен ниже в гл. 10. 

Поскольку МНК остается основой параметрической идентификации моделей 
комплексообразования, в настоящей главе рассмотрим важнейшие результаты, полу-
ченные при его использовании. 

9.2.2.2. Построение  критериальной  функции: выбор  свойства, 
аппроксимируемого  моделью   

На ранних этапах внедрения ЭВМ в практику параметрической идентификации 
компьютеры считали лишь дополнением к графическим методам и вспомогательным 
функциям [244, 250, 261, 301, 302], а первые компьютерные программы просто воспро-
изводили процедуры «ручного» счета. Оценки неизвестных констант устойчивости βi, 
i = 1, 2,…, p, для серии комплексов MQ, MQ2, ..., MQp, находили минимизацией взве-
шенной суммы квадратов невязок 

 U(β) = ∑
=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

N

k
kkk nnw

1

2
ˆ , (9.60) 

где β – вектор искомых констант. Алгоритмы и программы, основанные на минимиза-
ции критериального функционала (9.60), можно встретить и до настоящего времени 
[284, 303, 304]. Защитники такого подхода отдали немало сил, чтобы доказать его пло-
дотворность (см., например, [305, 306]). На наш взгляд, применение вспомогательных 
функций стало анахронизмом уже полтора десятилетия назад. Во-первых, функция об-
разования и ей подобные сконструированы для специальных планов эксперимента и не 
универсальны. Во-вторых, распределение погрешностей вспомогательных функций на-
верняка отличается от нормального, даже если распределение погрешностей первич-
ных экспериментальных данных подчиняется закону Гаусса. В минимизируемую функ-
цию следует подставлять не n  и ей подобные «вторичные концентрационные перемен-
ные», а непосредственно измеряемые величины. 

Впервые такую замену осуществили представители школы Л.Г. Силлена в своей 
пионерской программе LETAGROP [307]. Эта программа обрабатывала кривые pH-
метрического титрования по известным в каждой точке кривой общим (аналитическим) 
концентрациям ионов водорода t(H), комплексообразователя t(M), лиганда t(Q) и pH. 
Значения t(M), t(Q) и pH считали известными точно, а t(H) аппроксимировали моде-
лью. Неизвестные константы βi оценивали, минимизируя методом Ньютона критери-
альную функцию (9.47), в которой невязки kkk tt )H()H(∆ −=

)
. При расчетах необходи-

мые производные iU β∂∂ , jiU ββ2 ∂∂∂  вычисляли численно как отношения конеч-

ных приращений функции и ее аргументов. Подобной стратегии следовали и в попу-
лярной программе SCOGS [308, 309]. Выбирая t(H) (а не pH) в качестве величины, под-
гоняемой моделью, стремились к максимально простому аналитическому вычислению 
производных iU β∂∂  (программы MINIQUAD [310] и В.О. Круглова и А.А. Бугаев-
ского [311]). Если же потребовать, чтобы выбор аппроксимируемого свойства воз-
можно более полно соответствовал модели погрешностей эксперимента, следует 
учесть, что общие концентрации компонентов можно задать практически без погреш-
ностей, а точность измерения характеристик равновесной системы (в частности, pH) 
ограничена. Следовательно, именно значения рН должны выступать в качестве вели-
чин, аппроксимируемых моделью, а для расчета неизвестных констант равновесия ну-
жно минимизировать критерий 
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Такое усовершенствование подхода стало возможным после того, как А.А. Буга-
евский и соавт. [275, 312, 313] и И. Надьпал и соавт. [314] получили формулы для ана-
литического расчета производных равновесных концентраций по константам равнове-
сия. На этой основе во многих программах (например, К-1 [315], SUPERQUAD [263], 
COT [316], SOLEX [316]) были использованы быстрые алгоритмы оптимизации второ-
го и квазивторого порядков для минимизации критериальных функций, сконструиро-
ванных с учетом особенностей эксперимента в методах потенциометрии, растворимос-
ти, распределения и т.п.: 
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=

−
N

k
kkkw

1

2)]M[]M([
)

, (9.62) 
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где αi – известные факторы интенсивности. 
При обработке данных многоволновой спектрофотометрии функцию U обычно 

задавали [244, 261, 317] в виде 

 U(β, E) = ( )∑∑
= =

−
N

k l
lklk AA

1

Λ

1
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, (9.64) 

где E – матрица неизвестных факторов интенсивности αli. В критерии (9.64) всем изме-
рениям приписаны одинаковые (единичные) статистические веса. 

По мере усовершенствования экспериментальной техники исследователям все ча-
ще удавалось регистрировать не одно свойство равновесной системы, а набор свойств. 
Поэтому актуальной становилась совместная обработка результатов измерения неско-
льких свойств системы, скажем, данных потенциометрии с набором электродов, селек-
тивных к реагентам Mx, x = 1, 2, …, nm, где nm – число электродов. В.П. Новиков, 
О.А. Раевский [318], Л. Зекани и И. Надьпал (программа PSEQUAD) [262], А. Костро-
вицки и А. Ливо (программа DECFAM) [319] для расчета констант равновесия миними-
зировали функционал 
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где xw~ – вес x-го измеряемого свойства, для каждого x 
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Однозначного суждения по поводу объединения в одном критерии (9.66) функ-
ций, опирающихся на разные экспериментальные методы, нет. Достоинством подхода 
можно счесть автоматическое согласование оценок βi, получаемых по результатам раз-
нотипных экспериментов. Недостатки связаны с тем обстоятельством, что различные 
экспериментальные методы обладают неодинаковой чувствительностью к вкладу тех 
или иных химических форм в измеряемое свойство. Как результат, модели, найденные 
при раздельной обработке данных разных экспериментов, зачастую не совпадают. При 
совместной же обработке общая модель усложняется. Кроме того, веса xw~  приписыва-
ются различным методам совершенно произвольно. Мы готовы согласиться с автори-
тетным мнением П. Гэнса, А. Сабатини и А. Вакка [264], полагавших, что совместная 
обработка данных различных экспериментальных методов порождает вопросов боль-
ше, чем решает, и в практике параметрической идентификации такому подходу нужно 
следовать с большой осторожностью. 
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9.2.2.3. Назначение  статистических  весов 

В критериальных функциях статистические веса wk следует назначать, руково-
дствуясь моделью погрешностей экспериментальных данных. При этом, строго говоря, 
необходимо располагать сведениями о виде и значениях параметров многомерного (по 
числу измеряемых свойств и контролируемых условий) закона распределения погреш-
ностей. На практике такая информация экспериментатору недоступна, он вынужден 
довольствоваться оценками абсолютной и относительной погрешностей измеряемых 
величин и применять при назначении весов упрощенные модели экспериментальных 
погрешностей. 

Считают, что: 1) измерения свободны от систематических погрешностей; 
2) случайные погрешности измерения различных свойств и в различных эксперимен-
тальных точках независимы и 3) параметры, задающие общие концентрации компонен-
тов, заданы точно. В этом случае статистические веса назначают [244] как 

 )(1 2
kk sw ∆= , (9.67) 

где s(∆k) – среднее квадратическое отклонение невязки ∆k.  
В каждом экспериментальном методе величины s(∆k) оценивают по-своему. Так, 

если измеряемое свойство A – линейная комбинация равновесных концентраций (4.1) 
(методы растворимости, распределения, ядерной магнитной релаксации), невязки 

kkk AA −=
)

∆ . Полагая, что все измерения выполнены с одинаковой относительной по-
грешностью sr и применяя правило переноса погрешностей [320], приходим к выраже-
ниям: 
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При потенциометрических измерениях величин рМ считают постоянной их абсо-
лютную погрешность sabs. В этом случае 
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 21 absk sw = . (9.73) 

Формулы для назначения весов при учете нескольких возможных источников по-
грешностей выведены в работах [273, 321]. 

Как указано выше, при обработке данных многоволновой спектрофотометрии 
ради упрощения расчетных алгоритмов всем измерениям обычно приписывали одина-
ковые веса. Кроме того, сказывалась нехватка информации о реальном распределении 
погрешностей спектрофотометрических измерений. В последние годы, однако, появ-
ляются работы, в которых и для спектрофотометрических данных используются нееди-
ничные веса. Так, авторы программы HYPERQUAD [264] считали одинаковой относи-
тельную погрешность измерений и задавали критериальную функцию в виде 
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9.2.2.4. Методы  минимизации  критериальной  функции 

Для расчета непрерывных переменных αli и βi минимизируют выбранную крите-
риальную функцию. 

Подходы к расчету констант устойчивости βi и факторов интенсивности αli суще-
ственно различаются. Если измеряемое свойство А – линейная комбинация равновес-
ных концентраций, то значения А линейно зависят от αli и нелинейно – через равновес-
ные концентрации – от βi. Поэтому расчет αli целесообразно выполнять линейными ме-
тодами оптимизации, а для нахождения βi приходится обращаться к итеративным не-
линейным методам. Такой подход, в настоящее время ставший общепринятым, впер-
вые был реализован Л.Г. Силленом и соавт. в программе LETAGROP-SPEFO [261]. На 
каждой итерации значения βi и αli вычисляют отдельно: 

1. Зафиксировав βi, рассчитывают (обычно линейным МНК) неизвестные факторы ин-
тенсивности: 

 E = |αli> = A⋅CT(C⋅CT)-1. (9.75) 

2. Не уточняя αli, находят новые оценки βi и, если не достигнута сходимость алго-
ритма по βi, переходят к новой итерации. 

К настоящему времени описано более сорока различных алгоритмов уточнения βi 
(см., например [244, 248, 250, 252, 260, 263, 264, 273, 283, 288, 307, 309, 310]), многие 
из которых сопоставлены в известных руководствах [250, 251, 283]. В настоящей 
работе ограничимся обсуждением лишь вопросов, важных для дальнейшего изложения. 
Для простоты примем, что измерения выполнены для одной аналитической позиции и 
факторы интенсивности всех реагентов известны точно. 

Компьютерно реализованные алгоритмы параметрической идентификации можно 
разделить на три группы: методы нулевого, первого и второго (квазивторого) порядка 
(не требующие вычисления производных минимизируемой функции по искомым пара-
метрам; вычисляющие первые; вычисляющие вторые производные) [322]. 

Исторически первым был алгоритм «картографирования ям» («pit-mapping», ме-
тод нулевого порядка, Л.Г. Силлен и соавт., программа LETAGROP) [250, 307]. В этом 
алгоритме функцию U(β) аппроксимировали гиперпарабалоидом в многомерном про-
странстве. Для пробного значения параметров βc (центр поиска) оценивали U(βc) и 
U(βc±∆β). Координаты, при которых находили наименьшее значение U, становились 
новым центром поиска. Уточнение β проводили до тех пор, пока удавалось выбрать 
такой новый центр. При минимизации критериев U овражного типа, а также при зада-
нии слишком больших шагов ∆β алгоритм терял сходимость к локальному минимуму. 
В дальнейших модификациях этот недостаток алгоритма был частично исправлен: век-
тор поправок ∆β вычисляли так, чтобы он был параллелен направлению оврага [250, 
307]. Если в ходе итераций какие-либо из уточняемых констант устойчивости принима-
ли отрицательными значения, их приравнивали нулю, исключая тем самым соответст-
вующий комплекс из модели. 

В некоторых программах использовали и другой метод нулевого порядка – метод 
деформируемого многогранника (симплекса) [250, 323, 324]. Симплексом называют 
правильный многогранник, образованный путем соединения отрезками прямых линий 
p + 1 точек (вершин многогранника), упорядоченных таким образом, чтобы для крите-
риальной функции выполнялись условия U1 ≤ U2 ... ≤ Up+1.  При p = 2 симплекс – это 
треугольник, при p = 3 – пирамида. На каждой итерации текущий многогранник заме-
няется новым: точка xp+1 с наибольшим значением функции заменяется другой. Для 
p = 2 работу алгоритма легко представить наглядно (рис. 9.5). 
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Рис. 9.5. Работа симплекс-метода при p = 2. 

 
Вначале случайным образом выбирают три стартовые точки – A, B и C, опреде-

ляющие исходный симплекс. В них оценивают критерий U. Пусть U(A) > U(В) > U(С). 
Для создания нового симплекса выполняют следующие шаги: 
1. Отбросить вершину A как имеющую наибольший отклик U(A). 
2. Оценить U(E), где E – зеркальное отражение A: 
3. Если U(E) < U(C), оценить U(J), где J получают как еще один шаг вдоль вектора AE. 
3.1. Если U(J) ≤ U(C), новый симплекс – BCJ. Перейти к шагу 6. 
3.2. Если U(J) > U(C), новый симплекс – BCE. Перейти к шагу 6. 
4. Если U(B) ≥ U(E) ≥ U(C), новый симплекс – BCE. Перейти к шагу 6. 
5. Если U(E) > U(B), делается заключение, что многогранник слишком велик, и его надо 
сжать: 
5.1. Если U(E) > U(A), оценить U(G). Новый симплекс – BCG. Перейти к шагу 6. 
5.2. Если U(A) ≥ U(E) ≥ U(B), оценить U(H). Новый симплекс – BCH. Перейти к шагу 6. 
6. Начать построение нового симплекса. 

В зависимости от характера поверхности минимизируемой функции по ходу ите-
раций происходит растяжение или сжатие симплекса. Итерации прекращают, когда 
вблизи минимума U многократное сжатие симплекса стягивает его в точку. Чтобы пре-
дотвратить получение не имеющих физического смысла отрицательных значений ис-
комых параметров, критериальной функции U, если один или несколько параметров 
становятся отрицательными, приписывают большое значение (скажем, 1050) [250]. 

Симплекс-алгоритм разрабатывался таким образом, чтобы в процессе минимиза-
ции делались как можно большие шаги. В силу этого алгоритм мало чувствителен к 
наличию локальных минимумов и к тонкой структуре (например, наличию седловых 
точек) критериальной функции. 

Из методов нулевого порядка лучше всего зарекомендовал себя метод Хука-
Дживса [325]. Метод основан на следующей идее: в некоторой точке βc пространства 
параметров находят, делая пробные шаги βc±∆β, направление движения, в котором ми-
нимизируемая функция уменьшается. Движение в этом направлении продолжают до 
той точки, в которой функция U или начинает расти, или перестает меняться. В этой 
точке направление движения выбирают заново. Метод обладает гарантированной схо-
димостью к локальному минимуму. Недостаток алгоритма Хука-Дживса, как и других 
методов нулевого порядка – чрезмерно низкая скорость сходимости. 

Методы первого (градиентные) и высшего порядков используют информацию о 
величинах производных минимизируемой функции по искомым параметрам в некото-
рой точке βc, чтобы выбрать направление движения из βc в такую точку βc+∆β, что 
U(βc+∆β) < U(βc) (это не означает, конечно, что точка βc+∆β обязательно лежит в на-
правлении градиента). Производные оценивают или как приращение конечных разно-
стей, или, что предпочтительнее, аналитически. На важную роль аналитического вы-
числения производных указывали, например, Т. Каден и А. Цубербюллер: «В програм-
мах не должно быть численного дифференцирования с его проблемами размера шага и 
потери значимых цифр. Преимущество аналитических производных – более высокая 
скорость и лучшая сходимость расчетов» [326]. 



Часть  III .  Вычислительные  аспекты  количественного  физико-химического  
анализа .  Построение  моделей  и  оценка  их  достоверности  

 114

Градиентные методы (антиградиента, скорейшего спуска, сопряженных градиен-
тов) [323, 327] основаны на том, что в произвольной точке βc вектор градиента g функ-
ции U направлен в сторону возрастания U. В простейшем случае, минимизируя U, из-
меняют значения компонент вектора βc в направлении антиградиента: 

 )(λ cc βββ g⋅−=+ , (9.76) 

где 0 < λ ≤ 1 – длина шага. Движение в пространстве параметров продолжают до тех 
пор, пока норма вектора cββ −+  не станет меньше заданной малой величины. Гради-

ентные методы могут сравнительно быстро прийти в окрестность минимума U. Однако 
если вблизи минимума функция имеет овражный характер, алгоритм, не останавлива-
ясь, блуждает вокруг этого минимума. 

Наибольшее распространение в современных методах параметрической иденти-
фикации получили методы второго (квазивторого) порядка [323, 327, 328]. Важнейший 
из них – метод Ньютона. Его можно обосновать, рассмотрев квадратичную аппрокси-
мацию функции U(β). Примем, что в окрестности некоторой точки βc функция U не-
прерывно дифференцируема, и разложим ее в ряд Тейлора: 

 ...)()(
2
1)()()( TT +−−+−+= ccccUU ββββββββ Hg , (9.77) 

где g – вектор градиента 
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или, в матричной форме, 
 g = 2 JT⋅W⋅∆, (9.79) 
где W – диагональная матрица статистических весов wk размером N×N, ∆ – вектор невя-
зок ∆k, J – матрица Якоби производных ∂Ak / ∂βi. Оставляя в разложении (9.77) три пер-
вых слагаемых, ищут вектор ∆β  = β - βc, обращающий в минимум квадратичную форму 

 )∆()∆(
2
1∆)∆(Ф TT ββββ Hg += . (9.80) 

Поскольку ∆β = β - βс – стационарная точка функции Ф(∆β), справедливо равенство 
 H⋅∆β = -g = -2 JT⋅W⋅∆, (9.81) 
т.е. 
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Матрицу Гессе находят по формуле 
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Выражение (9.81) эквивалентно формуле 
 B⋅∆β = -JT⋅W⋅∆, (9.84) 
где 
 B = JT⋅W⋅J + F = (1/2) H,  (9.85) 
F – матрица размером p×p с элементами 
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В методе Ньютона для расчета вектора поправок ∆β решают систему нормальных 
уравнений 
 ∆β = -B-1⋅JT⋅W⋅∆. (9.87) 
Будь U(β) полиномом второй степени, движение от текущего значения βс по вектору ∆β 
сразу, за один шаг привело бы в точку минимума. Для других функций введение попра-
вок ∆β 
 β+ = βc + λ⋅∆β, (9.88) 
где λ – длина шага, лишь уменьшает значение критерия U, но не приводит в ее мини-
мум. Полагая βс := β+, переходят к следующей итерации; расчеты продолжают до схо-
димости. 

Укажем некоторые важные характеристики метода Ньютона. 
• Если матрица Гессе в точке минимума β* положительно определена, а начальное 
приближение β0 лежит достаточно близко к β*, то метод Ньютона сходится с квадра-
тичной скоростью1. 
• Если квадратичная аппроксимация Ф(∆β) в окрестности точки βc плохо воспроиз-
водит поведение функции U(β), может наблюдаться расходимость итераций. 
• Функция Ф(∆β) не имеет стационарных точек (в том числе конечной точки мини-
мума) в случае неположительно определенной матрицы Гессе H. 
• При λ = 1 шаг вдоль Ньютоновского направления может привести к возрастанию 

U (хотя при этом достигается минимум аппроксимирующей функции Ф(∆β)!). 
Алгоритмы, построенные на основе метода Ньютона, но компенсирующие его 

недостатки, называют модифицированными методами Ньютона. Из модифицирован-
ных методов Ньютона при параметрической идентификации моделей комплексообра-
зования чаще других использовали алгоритм Левенберга–Марквардта [323]. Если в 
ходе итераций в точке βc матрица H стала неположительную определенной, ее моди-
фицируют: 

 IHH ⋅+= α~ , (9.89) 

где α – некоторое число, I – единичная матрица. Новую положительно определенную 
матрицу H~  используют вместо Н в формуле (9.85). При α → ∞ алгоритм находит нап-
равление минимизации, параллельное вектору антиградиента -g. 

В эпоху, когда ресурсы компьютеров были весьма ограниченными, метод Нью-
тона казался неэкономным, особенно при необходимости обрабатывать массивы дан-
ных, содержащие сотни или тысячи измерений. Основные затраты ресурсов ЭВМ свя-
заны с расчетом вторых производных, и метод Ньютона модифицировали таким обра-
зом, чтобы упростить (пусть и за счет точности) их оценивание. Основным квазинью-
тоновским алгоритмом является метод Гаусса-Ньютона [286, 323], внедренный впер-
вые в практику параметрической идентификации моделей комплексообразования 
Я. Ридбергом [329]. В методе Гаусса-Ньютона полагают, что в окрестности минимума 
невязки ∆k и кривизна функции U(β) малы, и приравнивают нулю элементы матрицы F 
(см. уравнение (9.86)). Скорость сходимости метода близка к квадратичной, а затраты 
ресурсов ЭВМ значительно меньше, чем в методе Ньютона. 

Еще одним квази-ньютоновским методом, нашедшем применение при расчете 
констант устойчивости, стал алгоритм Дэвидона–Флетчера–Пауэлла [250, 330]. В нем 
так же, как и в методе Гаусса-Ньютона, точную оценку матрицы Гессе заменяют при-

                                                 
1 На каждой итерации число верных цифр в компонентах искомого вектора β примерно удваивается (при ли-
нейной скорости сходимости каждая следующая правильная цифра требует в среднем трех итераций) [323]. 
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ближенной. Пусть на k-й итерации известна аппроксимация kH~  матрицы Гессе (исход-

ное приближение 0
~H  обычно полагают равным единичной матрице). Переходя от k-й к 

(k+1)-й итерации, оценку матрицы Гессе уточняют: 

 kkk BHH ~~~
1 +=+ , (9.90) 

где поправочная матрица 
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yk = gk+1 - gk- приращение градиента на (k+1)-й итерации, 
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Метод обеспечивает сохранение положительной определенности матрицы Гессе при 

итерациях и не требует расчета вторых производных 
ji

U
ββ

2
∂∂

∂ . Впрочем, скорость 

сходимости метода к решению является линейной. 
Программы по расчету констант равновесия используют как стандартные версии 

методов, так и их специальные модификации. Опыт эксплуатации различных поколе-
ний программ показал, что единственно оптимального метода предложить нельзя. Ме-
тоды нулевого порядка слишком медленны, градиентные методы, быстро сходящиеся 
вдали от решения, вблизи минимума (особенно если функция имеет овражный харак-
тер) становятся неэффективными. Наиболее успешно работает модифицированный ме-
тод Ньютона и квазиньютоновские методы, но и при их численной реализации выяв-
лены проблемы, прежде всего необходимость выбирать начальные оценки параметров 
вблизи искомого решения [250]. 

Для успешного расчета параметров равновесий необходимо использовать не один 
метод, а их комбинацию. Более того, предлагают минимизацию критериальной функ-
ции вести интерактивно, в диалоге «человек-компьютер» [331]. К сожалению, такой 
методологически правильной рекомендации весьма затруднительно следовать при мас-
совой обработке экспериментальных данных, в особенности если ее осуществляет спе-
циалист-химик, далекий от вычислительной проблематики. 

9.3. Оценка адекватности модели 
Найдя минимум θ* критериального функционала U в пространстве параметров, 

исследователь переходит к оценке адекватности модели. Проверить адекватность мо-
дели – значит установить, описывает ли найденная модель экспериментальные данные 
с учетом погрешности их измерения. 

Критерии проверки адекватности делят на глобальные и локальные. Первые ис-
пользуют обобщенные характеристики качества аппроксимации эксперимента, вторые 
исследуют невязки в различных областях плана эксперимента. 

 
9.3.1. Критерии χ2 и F 

Это глобальные критерии. Если взвешенные невязки ξk = kkw ∆2/1  представляют 
собой независимые случайные нормально распределенные величины с нулевым сред-
ним и единичной дисперсией, то такая случайная величина, как остаточная дисперсия 
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распределена как χ2/f с f степенями свободы и математическим ожиданием 1 [292, 332]. 
Если остаточная дисперсия чрезмерно велика, модель не адекватна эксперименту; 
очень малая величина 2

0s  свидетельствует о переоценке уровня экспериментальных по-
грешностей. Модель считают адекватной, если выполняется двойное неравенство 

 )2/α(χχ)2/α1(χ 22
0

2
эксп

2
ff fs <⋅=<− , (9.94) 

где )2/α1(χ 2 −f , )2/α(χ 2
f  – это 100(1-α/2) и 100(α/2)-процентные точки распределения 

χ2 для f степеней свободы при заданном уровне значимости α (обычно 0.10 или 0.05) 
[333]. Если приемлемы любые модели с 2

0s  порядка единицы или меньше, проверяют 
справедливость неравенства 

 )α(χχ 22
0

2
эксп ffs <⋅= . (9.95) 

Соотношения (9.94), (9.95) точны только для моделей, линейных по параметрам. 
Однако их применяют и для моделей комплексообразования, но считают, что уровень 
значимости α задан лишь приближенно. 

Адекватность модели проверяют и с помощью F-критерия, сравнивая остаточную 
дисперсию 2

0s  с независимой выборочной оценкой s2 дисперсии свойства А  [266, 293]. 
Чтобы найти s2, необходимо выполнить повторные измерения в одной или нескольких 
точках плана эксперимента. Дисперсию s2 находят по результатам n параллельных из-
мерений свойства А как  

 ( )∑
=

−
−

=
n

i
i AA

n
ws

1

22
1

, (9.96) 

где w – статистический вес A , рассчитанный так же, как и для других измеренных Ak. 
Тогда случайная величина 

 2

2
0

s
sF =  (9.97) 

подчиняется F-распределению с числом степеней свободы νост = N - z и ν0 = n - 1 [332, 
333]. Если при заданном уровне значимости α справедливо неравенство 
 F < Fтабл(α; νост; ν0), (9.98) 
где Fтабл – 100α-процентная точка F-распределения для числа степеней свободы νост и 
ν0 [333], модель признают адекватной эксперименту. Если значение s2 принимают апри-
орно (при правильно назначенных статистических весах s2 = 1), то ν0 = ∞, а F-критерий 
совпадает с критерием χ2. 

9.3.2. Коэффициент асимметрии, эксцесс, средний остаток и среднее 
модулей остатков 

Зная величины взвешенных невязок kkk w ∆ξ 2/1= , для распределения остатков 
легко найти выборочные оценки коэффициента асимметрии  

 2/3
23 )µ~(µ~~ =A , (9.99) 

где 2µ~  и 3µ~  – центральные моменты распределения остатков ξk (второй – дисперсия – 
и третий соответственно), эксцесса 

 γ2
2

24 )µ~(µ~= - 3, (9.100) 

где 4µ~  – четвертый центральный момент, среднего значения взвешенных остатков 
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 ∑
=

=
N

k
kkw

N 1

2/1 ∆1∆  (9.101) 

и среднего значения модулей взвешенных остатков 

 ∑
=

=
N

k
kkw

N 1

2/1 ∆1∆~ . (9.102) 

Для расчета выборочных моментов используют формулы 

 3
11233 )µ(2µµµµ~ ′+′′−′= , (9.103) 

 4
1

2
121344 )µ(3)µ(µ6µµ4µµ~ ′−′′+′′−′= , (9.104) 

где 

 ∑
=

=′
N

k

j
kj N 1

)ξ(1µ . (9.105) 

При нормальном распределении ξk с нулевым средним и единичной дисперсией мате-
матические ожидания указанных случайных величин составляют [333]: 

 )~(AM = М(γ2) = М( ∆ ) = 0, 798.0π/2)∆~( ==M . (9.106) 

Для проверки адекватности модели выборочные значения A~ , γ2, ∆  и ∆~  сравнивают с 
процентными точками распределения соответствующих статистик (табл. 9.4–9.6) [333]. 
Модель признают адекватной, если для заданного уровня значимости α выборочные 
оценки меньше своих 100α-процентных точек. 

 
Таблица 9.4. Процентные точки распределения статистики ∆~  

100 α, % Число 
наблюдений 1 5 10 

11 0.94 0.91 0.89 
16 0.92 0.89 0.87 
21 0.90 0.88 0.86 
26 0.89 0.87 0.86 
31 0.88 0.86 0.85 
36 0.88 0.86 0.85 
41 0.87 0.85 0.84 
46 0.87 0.85 0.84 
51 0.86 0.85 0.84 
71 0.85 0.84 0.83 

101 0.85 0.83 0.83 
201 0.83 0.82 0.82 
∝  0.81 0.81 0.81 

9.3.3. Локальные критерии адекватности 
Замечено, что в ряде случаев модель, по глобальным критериям признанная адек-

ватной, в некоторых областях плана эксперимента неудовлетворительно описывает ре-
зультаты измерений. Более тонкую диагностику обеспечивают основанные на исследо-
вании взвешенных невязок ξk = kkw ∆2/1  локальные критерии. Проверяя адекватность с 

их помощью, строят зависимость ξk от величин kA
)

. Примеры зависимостей ξk от kA
)

 
для адекватной и неадекватных моделей приведены на рис. 9.6–9.9. 
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Таблица 9.5. Процентные точки распределения статистики A~  
100 α, % Число 

наблюдений 1 5 
25 1.06 0.71 
30 0.98 0.66 
35 0.92 0.62 
40 0.87 0.59 
50 0.79 0.53 
70 0.67 0.49 

100 0.57 0.39 
150 0.46 0.32 
200 0.40 0.28 
400 0.285 0.20 

1000 0.18 0.13 

Таблица 9.6. Процентные точки распределения статистики γ2 

100 α, % Число 
наблюдений 1 5 

50 1.92 1.01 
100 1.40 0.77 
200 0.98 0.57 
300 0.79 0.47 
500 0.60 0.37 

1000 0.41 0.26 

-1

0

1

ξk

kÂ  
Рис. 9.6. Локальные критерии адекватности для адекватной модели. 

 
 

-1

0

1

ξk

kÂ

ξout

 
Рис. 9.7. Визуализация резко выпадающего наблюдения. 

 



Часть  III .  Вычислительные  аспекты  количественного  физико-химического  
анализа .  Построение  моделей  и  оценка  их  достоверности  

 120

ξk

0

kÂ
 

Рис. 9.8. Систематический характер взвешенных невязок ξk для неполной модели. 

Визуальный анализ остатков помогает обнаружить а) резко выпадающие измере-
ния (часто таковыми являются промахи); б) неполноту модели и в) ошибки в модели 
экспериментальных погрешностей и назначении весов. Наблюдение Aout считают про-
махом, если соответствующая невязка ξout намного превосходит невязки ξk в соседних 
точках (точка ξout на рис. 9.7).  

Промахи стараются из обрабатываемых данных исключить. Однако даже при ис-
пользовании статистических критериев остается опасность неправомерно отбросить 
верное наблюдение или, наоборот, оставить в данных промах. Известно также [298], 
что далеко не всегда грубый промах проявляет себя в наибольшей невязке ξout. В связи 
с этим отбраковка выпадающих наблюдений на основе локальных критериев требует 
большой осторожности. 

Более надежно обнаруживают локальные критерии неполноту модели (рис. 9.8). 
Если исключить возможность систематических погрешностей, то наличие области пло-
хой аппроксимации эксперимента (|ξk|  >> 1) с систематическим характером ξk можно 
расценивать как однозначный признак неучета в модели значимых химических форм. 
Выявление таких областей – основа для пополнения модели новыми комплексом в ме-
тоде последовательной коррекции пробных моделей. 

Визуализация остатков позволяет найти ошибки в назначении статистических ве-
сов [334]. Можно столкнуться со следующими ошибками: погрешность измерений за-
нижена (веса велики), завышена (веса малы) или неверно учтена зависимость погреш-
ностей от величин Ak. Рис. 9.9 иллюстрирует последний случай: веса wk были назна-
чены как 

 22
11

rk
k

sA
w ⋅= , (9.107) 

где sr – относительная погрешность измерения Ak, одинаковая для всех Ak. На самом же 
деле при малых Ak погрешность rr ss >* , а при больших Ak rr ss <* . 

ξk

-2

-1

0

1

2

kÂ

 
 

Рис. 9.9. Локальные критерии адекватности при изменении sr с ростом kÂ . 
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9.4. Проблемы единственности решений и избыточности 
моделей 

Пусть найдены значения параметров θ*, соответствующие минимуму минимизи-
руемого функционала, и построенная модель оказалась адекватной эксперименту. Те-
перь предстоит выяснить, не является ли модель избыточной, и не существуют ли дру-
гие адекватные модели.  

В пространстве параметров в некоторой окрестности точки θ* существует замк-
нутая «область безразличия» δθ* [335]. Все модели с параметрами, лежащими внутри 
этой области, также адекватны эксперименту. Построение области δθ* при наличии 
развернутой информации о погрешностях измерений – рутинная операция прикладной 
математической статистики [266, 292]. Для поиска δθ* используют ковариационную 
матрицу параметров D(θ*) (см. п. 9.5.1). Множественность решений, связанную с нали-
чием случайных погрешностей в экспериментальных данных, называют стохастиче-
ской [335]. 

Интереснее другой тип множественности решений – детерминированная неедин-
ственность [335], подразумевающая существование по крайней мере двух различных 
наборов параметров θ, одинаково хорошо (с учетом экспериментальных погрешностей) 
описывающих результаты измерений. Детерминированная неединственность возни-
кает, если минимизируемый критерий U(θ) имеет в пространстве искомых параметров 
несколько изолированных минимумов (рис. 9.10). Обнаружить наличие нескольких ло-
кальных минимумов часто помогает повторение процесса минимизации, начиная с да-
леких друг от друга начальных оценок θ0. 

θ2
* θθ1

*

U

 
Рис. 9.10. Детерминированная неединственность модели при наличии нескольких 

локальных минимумов минимизируемого критерия. 

При моделировании равновесий легко столкнуться с детерминированной неедин-
ственностью решений [273, 336–338]. Рассмотрим характерный пример из работ [273, 
336], авторы которых по данным pH-метрического титрования построили две адекват-
ные модели комплексообразования в системе Cu2+-dl-лизин (HL). Каждая из моделей 
содержала четыре вида комплексов (табл. 9.7). 

Предпочесть одну из моделей другой на основе данных рН-метрического экспе-
римента невозможно. Для дискриминации моделей необходимы дополнительные изме-
рения, связанные с переходом к другому диапазону общих концентраций компонентов 
[337] и/или измерению других свойств системы [336]. В рассматриваемом примере по-
могло привлечение нового экспериментального метода. Расчеты равновесного состава 
показывали, что в щелочной области для моделей 1 и 2 существенно различаются вели-
чины pCu (рис. 9.11) [273]. Следовательно, перспективным для дискриминации моде-
лей выглядит pCu-метрическое титрование. Его результаты позволили найти объеди-
ненную модель с пятью комплексами (табл. 9.7) [273]. 
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Таблица 9.7. Модели комплексообразования Cu2+ с dl-лизином 
Измеряемое 
свойство Модель 1 Модель 2 

pH lg β1(Cu2+ + L- = CuL+)  
 

lg β2(Cu2+ + 2 L- = CuL2) 
 

lg β3(Cu2+ + HL = CuHL2+) 
 

lg β4(Cu2+ +2 HL = Cu(HL)2
2+)

 
Umin = 24.8 

lg β2(Cu2+ + 2 L- = CuL2)  
 

lg β3(Cu2+ + HL = CuHL2+) 
 

lg β4(Cu2+ +2 HL = Cu(HL)2
2+) 

 
lg β5(Cu2+ +L- + HL = CuL(HL)+) 

 
Umin = 12.6 

 
pCu объединенная модель: 

95.10βlg 1 = ; 28.15βlg 2 = ; 71.7βlg 3 = ; lg β4 = 14.02; lg β5 = 15.0 

 
 

pH

pCu
1

2

 
Рис. 9.11. Кривая pCu-метрического титрования. Точки – эксперимент, 1 – расчет для 

модели 1, 2 – расчет для модели 2. 
 

Расчеты равновесного состава для этой модели объяснили, почему данные pH-
метрии одинаково успешно описывают две модели: области максимального выхода 
комплексов CuL+ и CuLHL+, которыми отличаются модели, совпадают (рис. 9.12). 

Кроме уточняющих экспериментов, возможна дискриминация адекватных моде-
лей при анализе соответствия каждой из них системе ранее полученных сведений о 
комплексообразовании [306, 339, 340]. 

Особые трудности в выявлении и преодолении детерминированной неединствен-
ности возникают в том случае, когда критериальная функция U в окрестности мини-
мума имеет овражный характер: существует по крайней мере одна линейная комбина-
ция параметров 
 zzx θχ...θχθχθ 2211 +++= , (9.108) 

где χi – числовые коэффициенты, для которой производная 
 ∂U / ∂θx = 0. (9.109) 
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[Li]

pH  
Рис. 9.12. Зависимость равновесных концентраций комплексов ([Li], ммоль/л) от рН 

для объединенной модели. 

Как следствие, матрицы Якоби и Гессе являются матрицами неполного ранга, и 
не все искомые параметры поддаются определению. В терминах координационной хи-
мии это означает, что модель содержит избыточную химическую форму Lr (r – от re-
dundant, избыточный) с нулевым вкладом в измеряемое свойство A и материальный ба-
ланс [273, 284]. Стандартные средства линейной алгебры легко выявили бы и устрани-
ли избыточную форму Lr, будь ее вклад в измеряемое свойство и материальный баланс 
точно равен нулю. На практике же равенство (9.109) справедливо лишь приближенно, а 
соответствующие собственные числа матриц Якоби и Гессе приобретают малые, но не 
нулевые значения. В результате процесс минимизации теряет численную устойчивость. 
Минимизация может завершиться и благополучно (итерации будут остановлены по ка-
кому-либо критерию, заложенному в алгоритм). Тогда реакции с участием избыточной 
формы Lr будет приписана некоторая константа равновесия Kr. Хотя фактически кри-
териальная функция U к значению Kr не чувствительна, потерявший бдительность ис-
следователь воспримет эту фиктивную константу как точно рассчитанную по результа-
там его измерений. 

Включение в модели избыточных форм с недостоверными константами 
устойчивости стало одним из главных источников засорения научной и 
справочной литературы ошибочной информацией. 

До недавнего времени опасность получения недостоверных оценок параметров 
недооценивали, уделяя основное внимание вычислительным проблемам, связанным с 
численной неустойчивостью расчетов для избыточных моделей. В борьбе с неустойчи-
востью накоплен немалый опыт. 

Начиная с работ Л.Г. Силлена, отбрасывали из модели те комплексы, константы 
устойчивости которых в процессе итераций становились меньше наперед заданной ма-
лой величины [261, 341, 342] или не превосходили своих средних квадратических от-
клонений [343]. При расходимости итерационного процесса Т. Каден и соавт. припи-
сывали одной из констант фиксированное значение, отказываясь от ее уточнения [344]. 
Л. Зекани и И. Надьпал отбрасывали из модели те комплексы, константы устойчивости 
которых на последней итерации менялись на одну логарифмическую единицу и более 
[262]. А.М. Евсеев и соавт. [324] и В.А. Бородин и соавт. [345] при обработке рН-мет-
рических данных устраняли из модели комплексы, равновесные концентрации которых 
во всех точках плана эксперимента не превосходили заданной пороговой величины. 
Подобный подход при спектрофотометрическом исследовании равновесий использо-
вали авторы работ [250, 346], однако формы с малыми равновесными концентрациями 
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отбрасывали лишь в том случае, если рассчитанные молярные коэффициенты погло-
щения превосходили 105. Из методов борьбы с избыточностью моделей наиболее объ-
ективным можно считать метод, предложенный в работах [252, 316, 318]. Для выявле-
ния и устранения избыточных комплексов он использует свойства сингулярного раз-
ложения (SVD) [195, 203, 204] матрицы Якоби: 
 J = ∂A / ∂θ = U Σ VT. (9.110) 
Алгоритм SVD заменяет рассчитанные поправки к логарифмам искомых констант 
∆lg βj, j =1, 2, …, р, их линейными комбинациями 

 ∑
=

⋅=
p

j
jjii Vx

1
β∆lg∆ , (9.111) 

где Vji – элементы ортогональной матрицы V, причем величины ∆xi уже не коррелиро-
ванны, а их погрешности обратно пропорциональны сингулярным числам κi – диаго-
нальным элементам матрицы Σ. Принимая, что минимально возможная погрешность 
определения lg βj составляет ~0.001, а незначимые lg βj несут погрешность ~10-100, от-
ношение этих величин (~105) представляет собой предельную относительную погреш-
ность lg βj [273]. Найдя отношения κi / κмакс, приравнивают нулю те κi, для которых это 
отношение не превосходит 10-5, и соответствующие поправки ∆xi. В результате снижа-
ется размерность задачи, а неразрешимые (на данной итерации) линейные комбинации 
параметров не уточняются. Коэффициенты неразрешимых линейных комбинаций Vi, 
i = 1, 2, …, р, – это элементы столбцов матрицы V, номера которых соответствует номе-
рам малых сингулярных чисел [195]. Неразрешимая линейная комбинация логарифмов 
констант появляется тогда, когда в выражения для искомых констант входят концентра-
ции реагентов, не представленных в материальном балансе или измеряемом свойстве 
ни в одной экспериментальной точке. Для обнаружения избыточной химической формы 
достаточно просмотреть равновесные концентрации реагентов. В большинстве случаев 
и этого делать не приходится: уже по одним коэффициентам Vi удается выявить избы-
точную химическую форму. Недостаток метода состоит в том, что отбрасывание избы-
точного комплекса Lr происходит в процессе итераций, когда значения искомых пара-
метров еще далеки от точки минимума β*. Возможно, что в окрестности минимума хи-
мическая форма Lr избыточной не является, и отбрасывание ее из модели в процессе 
расчетов было ошибкой. 

На наш взгляд, для борьбы с избыточностью моделей оптимальной была бы сле-
дующая стратегия: используя возможности алгоритмов оптимизации, добиться сходи-
мости итераций, а затем выявлять избыточные химические формы. 

В избыточности моделей проявляется математическая некорректность [79] задачи 
параметрической идентификации: «имеется много решений, совместимых с исходными 
экспериментальными данными, и ни одному из них нельзя отдать предпочтения: все 
они практически одинаково хорошо описывают исходные экспериментальные данные, 
если учитывать погрешность, с которой заданы последние» [347]. Принимая одно ре-
шение и отбрасывая остальные, мы руководствуемся не качеством описания экспери-
мента, а представлениями об искомых решениях. Рассмотренные выше алгоритм Ле-
венберга–Марквардта, SVD-разложение, а также гребневая регрессия [348] или регрес-
сия на ортогональных полиномах Чебышева [265] – это варианты Тихоновской α-регу-
ляризации [79, 152, 212, 213]. 

Определенным подспорьем при выявлении детерминированной неединственно-
сти может служить разработанный в работах В.Г. Горского и Л.В. Быстрова [335] спо-
соб выявления нелинейных моделей неполного ранга. Он предполагает априорное, до 
выполнения эксперимента, исследование производных ∂U / ∂θ, сводящееся к выявле-
нию в матрице Якоби J линейно зависимых столбцов. При этом определяется ранг мо-
дели – максимальное число параметров, принципиально определимых в эксперименте 
рассматриваемого типа. Если исследуемая модель имеет неполный ранг, следующим 
шагом является нахождение таких нелинейных функций параметров θi, которые и под-
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лежат оценке. Указанный способ анализа использует машинно-аналитические системы 
программирования (типа REDUCE), малая распространенность которых служила ос-
новным препятствием для внедрения этого подхода в практику моделирования. Крите-
риальные функции овражного типа, как указывают сами авторы [335], возникают чаще 
всего не как следствие неполноты ранга модели, а как результат неудачного планиро-
вания эксперимента. Тем не менее, априорный анализ ранга модели позволяет избе-
жать иллюзии, что выполнение повторных экспериментов, повышение их точности, пе-
реход к другим интервалам концентраций реагентов позволяет оценить принципиально 
неопределимые параметры. По этой причине нельзя не согласиться с рекомендацией 
«анализ ранга модели … проводить всегда, не считаясь со сложностью модели» [335]. 

9.5. Оценивание погрешностей параметров 
9.5.1. Статистические оценки 

Точечные оценки параметров необходимо дополнить информацией об их по-
грешностях. Оценка погрешности параметров θ*, соответствующих минимуму крите-
рия U, основана на расчете ковариационной матрицы [286, 291, 292] 

 D(θ*) = [ ] 1*2
0 )(

−
⋅ θBs , (9.112) 

где B – матрица, рассчитанная по формуле (9.85) при минимизации критерия U мето-
дом Ньютона, или ее приближенная оценка в квазиньютоновских методах. На диаго-
нали ковариационной матрицы содержатся оценки дисперсий компонентов вектора θ* – 
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Матрица D(θ*) отличается от истинной ковариационной матрицы D(θист), т.к. 
1) матрица B соответствует не истинным значениям искомых параметров θист, а их 
приближениям θ*; 2) при расчете ковариационной матрицы использована не истинная 
остаточная дисперсия 2

0s , а ее выборочная оценка. 

Если а) случайные величины 2
0s  и θ* независимы (см. п. 9.2.2.1), б) случайная ве-

личина f⋅ 2
0s  (f = N - z – число степеней свободы) распределена как χ2, в) распределение 

θ* является многомерным нормальным, то случайная величина 
)θ(

)(θθ ист
*

i

ii
s

−
 подчиня-

ется распределению Стьюдента [292], а интервал 
 )]θ(θ);θ(θ[ γ,γ, ifiifi stst ⋅+⋅− , (9.114) 

где tf,γ – множитель Стьюдента для f степеней свободы и доверительной вероятности γ, 
представляет собой индивидуальный 100γ%-ный интервал для (θист)i. В задачах нели-
нейного МНК свойства 2

0s  и θ*, использованные при построении интервала (9.114), 
имеют место лишь асимптотически при N → ∝. Чтобы сохранить для доверительных 
интервалов удобное выражение (9.114), вероятность γ считают заданной лишь прибли-
женно. Другой недостаток оценки (9.114) связан с тем, что она определяет доверитель-
ные интервалы каждого из параметров θi по отдельности, не давая информации о веро-
ятности одновременного покрытия интервалами совокупности параметров. Вместо ин-
дивидуальных доверительных интервалов правильнее искать такую область Rγ в про-
странстве параметров θi, i = 1, 2, …, z, для которой вероятность 
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 P(θист ∈ Rα) = γ. (9.115) 
Область Rγ для приближенной доверительной вероятности 100γ % представляют 

[266, 292] z-мерным эллипсоидом с центром в точке θ* и границами, задаваемыми ус-
ловием 
 (θ* – θ)⋅[D(θ)]-1⋅(θ* – θ)T = z ⋅ F(1-γ, z, f), (9.116) 
где F(1-γ, z, f) – 100⋅(1-γ)–процентная точка F-распределения для числа степеней свобо-
ды z и f. Доверительные эллипсоиды удобны при z = 2, но при z > 2 теряют наглядность. 
В этом случае предпочитают использовать совместные доверительные интервалы (ин-
тервалы Шеффе, Тьюки, Бонферони [292]). Удобен и прост метод Бонферони [267, 292], 
в котором индивидуальные 100π-процентные доверительные интервалы параметров на-
ходят по формуле (9.114), принимая, что 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−⋅=
z
γ11100π . (9.117) 

При высоких значениях z и γ интервалы Бонферони становятся чрезмерно боль-
шими. Например, при вычислении 95 %-ного индивидуального доверительного интер-
вала по формуле (9.114) при f = 10 множитель Стьюдента t = 2.23, а при построении 
интервалов Бонферони t = 3.17. Поэтому, оценивая интервалы Бонферони, рекоменду-
ется задавать совместную доверительную вероятность γ не выше 0.9. 

При многомерном интервальном оценивании иногда пользуются привычной для 
химиков-аналитиков формулой 

 
N

st if
i

)θ(
θ γ,* ⋅

± , (9.118) 

взятой из приемов усреднения результатов параллельных измерений. Находимые по 
формуле (9.118) доверительные интервалы занижены (для логарифмов констант равно-
весия приводят [349] интервалы 0.001–0.005, тогда как, по оценке ИЮПАК, высокоточ-
ными признают значения lg β, найденные с погрешностью 0.05-0.10 [283]). Выражение 
(9.118) является ошибочным, и применять его недопустимо. 

Рассчитав ковариационные матрицы параметров, легко найти различные коэффи-
циенты корреляции [262]. Частные коэффициенты корреляции rij служат мерой взаим-
ного влияния параметров θi и θj при условии, что значения остальных параметров фик-
сированы: 

 2/111
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Общие коэффициенты корреляции sij измеряют степень коррелированности пара-
метров θi и θj, когда другие параметры рассматриваются как уточняемые: 
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Множественные коэффициенты корреляции Ri оценивают степень коррелирован-
ности параметра θi со всеми остальными параметрами: 
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Коэффициенты корреляции меняются в интервале [-1;1]. При нулевых значениях 
параметры независимы, при значениях ±1 модель переопределена (существует линей-
ная зависимость между параметрами). Считают, что отбрасывание из модели одного из 
комплексов необходимо, если общий коэффициент корреляции превышает пороговое 
значение 0.95-0.98. 
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9.5.2. Нестатистический подход 
Неудовлетворенность тем, что статистические методы расчета параметров и оце-

нивания их доверительных интервалов целиком базируются на априорных гипотезах о 
статистических свойствах моделируемых объектов, побудила искать альтернативу. 
Г.А. Коковин, В.А. Титов и соавт. обосновали [350, 351] достоинства предложенного 
Л.В. Канторовичем [352] подхода для математических задач химической термодина-
мики. Этот подход свободен от гипотез о распределении погрешностей эксперимен-
тальных данных, что позволило назвать его нестатистическим. 

Пусть экспериментально изучена зависимость некоторого свойства A от контро-
лируемых переменных xj; модель системы 

 A = f~ (xj; θ) (9.122) 
задана с точностью до параметров θ; каждая экспериментальная величина измерена с 
погрешностью, максимальная величина которой известна: 

 NkAAAAA kkkk
э
k ,...,2,1,∆)(∆ эист =+≤≤− , (9.123) 

 Nkxxxxx kjkjkjkjkj ,...,2,1,)∆()()()∆()( эистэ =+≤≤− , (9.124) 

где индексом «э» отмечены экспериментальные значения, а интервалы ∆Ak, (∆xj)k – мак-
симальные погрешности Ak и xj в k-ой экспериментальной точке. С учетом функцио-
нальной зависимости (9.122) решают относительно искомых параметров систему нера-
венств (9.123), (9.124). Решение этой системы представляет собой область допустимых 
значений (ОДЗ) параметров. Систему неравенств можно дополнить условиями, вытека-
ющими из физического смысла задачи (например, θi > 0) и ограничивающими ОДЗ. К 
достоинствам метода относят следующие [350]: результаты надежны с метрологичес-
кой точки зрения, поскольку ∆Ak и (∆xj)k принимают во внимание как случайные, так и 
систематические погрешности; максимально возможным образом используется экспе-
риментальная информация об объекте исследования; естественным образом решается 
вопрос об обработке данных, полученных разными экспериментальными методами. 

Характерный пример ОДЗ, построенной для двух неизвестных параметров при 
различных оценках уровня экспериментальных погрешностей, приведен на рис. 9.13. 
Пересмотр гипотезы о погрешностях в сторону их уменьшения снижает размер ОДЗ. 
Зачастую точечные оценки, соответствующие минимуму критериальной функции U, 
лежат вне ОДЗ (рис. 9.13). 
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θ2
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Рис. 9.13. ОДЗ для двух варьируемых параметров. 1 – высокая оценка уровня 

экспериментальных погрешностей; 2 – низкая оценка; 3 – точечная оценка, найденная 
как решение задачи МНК. 

К сожалению, до сих пор не решены проблемы представления ОДЗ и хранения 
информации для задач большой размерности; не исключено сильное влияние на ОДЗ 
даже единичных грубых промахов; серьезные вычислительные трудности возникают 
для многомерных нелинейных по параметрам задач [350]. Эти обстоятельства не по-
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зволяют рассматривать нестатистический подход как полноценную замену методу мак-
симума правдоподобия. Он полезен в той мере, в которой помогает более критично 
оценивать результаты статистического подхода. 

9.6. Алгоритм CLINP 1.0 обработки данных многоволновой 
спектрофотометрии 

9.6.1. Основы расчета параметров и их ковариационной матрицы 

Наш алгоритм CLINP 1.0 [252, 253] можно считать характерным представителем 
семейства алгоритмов нелинейного МНК, прошедших многолетнюю апробацию при 
моделировании комплексообразования в сложных системах. Опишем кратко этот алго-
ритм, обращая особое внимание на те его особенности, которые обеспечивают числен-
ную устойчивость и скорость расчетов. Алгоритм предложен для обработки данных 
многоволновой спектрофотометрии, однако естественным образом распространяется и 
на методы потенциометрии, растворимости, распределения, ядерной магнитной релак-
сации и др. 

Примем, что 
• известны число химических форм в растворе S и их стехиометрический состав; 
• реакции в системе записаны в канонической форме и по условиям смешивания 
реагентов точно известны общие концентрации всех Y компонентов в N растворах; 
• условия равновесия выражены уравнениями ЗДМ (1.5) с использованием концен-
трационных констант; 
• измерено светопоглощение N растворов в условиях равновесия при Λ длинах 
волн; 
• для всех растворов и длин волн справедливы уравнения Фирордта [243] 

 [ ] lk

S

i
kililk LA εα

1
+×= ∑

=
, (9.125) 

где l – номер аналитической позиции (длины волны); k – номер раствора; Alk –
светопоглощение k-го раствора при длине волны λl, деленное на длину поглощающего 
слоя; αli – молярный коэффициент поглощения реагента Li при длине волны λl; [Li]k – 
равновесная концентрация Li в k-м растворе, εlk – случайная погрешность измерения 
Alk. Величины Alk образуют матрицу A размером Λ×N, αli – E размером Λ×S, [Li]n – C 
размером S×N. Предположим также, что погрешности εli – независимые случайные нор-
мально распределенные величины с нулевым средним и дисперсией σ2. В матричной 
записи уравнения (9.125) имеют вид 
 A = E⋅C + ε. (9.126) 

Расчету подлежат: неизвестные константы устойчивости βi, i = 1, 2, …, p; p ≤ S, 
и факторы интенсивности Ω реагентов, записанных в стехиометрической матрице пер-
выми. Общее число искомых параметров  
 z = p + Λ×Ω < N×Λ. (9.127) 

Разобьем матрицы Е и С на блоки, соответствующие реагентам с известными и 
неизвестными факторам интенсивности:  
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E1 E2E =

Λ

Ω S

 

 

C =

S

N

C1

C2
  p

 
где E1 – блок размерностью Ω×Λ с неизвестными факторами интенсивности αli,  Е2 – 
блок с известными αl. Матрицу A представим в виде 
 A = E1C1 + E2C2 + ε, (9.128) 

 

E2E1A C1

C2

= x ε+

 
Параметры ln βi, αli определяем методом наименьших квадратов, минимизируя 

критериальную функцию 

 ( ) ( )TT
Λ

1λ 1

2 trtr∆ ∆∆∆∆ ⋅=⋅== ∑∑
= =

N

k
lkU , (9.129) 

где невязки lklklk AA −= ˆ∆ , ∆ – матрица невязок размером Λ×N, tr – оператор следа. 
Светопоглощения Alk линейно зависят от αli и нелинейно – через [Li] – от ln βi. 

Используя подход Л.Г. Силлена (см. п. 9.2.2.4) [250, 353], параметры αli оцениваем ли-
нейным МНК, не требующим начальных приближений и сходящимся за один шаг. За-
дав некоторые оценки βc, можно вычислить матрицы C и E1: 

 ( ) ( ) 1T
11

T
12

T
1

−
−= CCCCEAE . (9.130) 

Оценки E1 необходимы при итеративном уточнении ln βc. Критерий U  миними-
зируем методом Гаусса-Ньютона, в котором для псевдообращения матриц использо-
вано сингулярное разложение. Приближенные оценки (ln βi)c, i =1, 2, …, p, итеративно 
уточняем, вводя к ним поправки τi: 

 piicii ...,,2,1,τλ)β(lnβln =⋅−=+ , (9.131) 

где λ – длина шага. Поправки τi находим, решая линейным МНК систему уравнений 

 ( ) Nkl
p

i
lkiilk ...,,2,1;Λ...,,2,1,∆τβln∆

1
===×∂∂∑

=
. (9.132) 

Производные ilk βln∆ ∂∂  составляют трехмерную матрицу D∆, D – оператор 
дифференцирования ∂ / ∂ ln β. Матрицу D∆ подвергаем SVD-разложению. Если при 
этом находим такие сингулярные числа κi, для которых κi / κмакс < 10-5, то выявляем и 
отбрасываем неразрешимые на данной итерации линейные комбинации параметров 
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ln βi, к варьированию которых критериальная функция U не чувствительна (см. п. 9.4). 
Тем самым обеспечивается численная устойчивость расчетов и устранение избыточных 
параметров. 

Длину шага λ в (9.131) ограничиваем: 

 
⎟
⎟
⎠

⎞

⎜
⎜
⎝

⎛
= ∑

=

p

i
i

1

2τ15;1minλ . (9.133) 

Если при новых оценках ln βi, полученных по формуле (9.131), критерий U убы-
вает, принимаем их. В противном случае дробим шаг пополам и снова применяем фор-
мулу (9.131). Дробление шага повторяем до тех пор, пока не добьемся убывания U. 

Уточнив ln βi, заново рассчитываем матрицы C, E1, ∆ и поправки τi. Итерации 

продолжаем, пока сумма квадратов поправок ∑
=

p

i
i

1

2τ  превышает 10-5. 

Поскольку матрица C в процессе минимизации вычисляется многократно, для 
расчета равновесного состава требуются очень быстрые алгоритмы. Из множества ис-
пытанных наиболее быстрым и надежным мы сочли проекционный метод 
А.А. Бугаевского [354]. 

Производные ilk βln∆ ∂∂  вычисляем аналитически: 
 ( ) ( ) ( ) ( )2111112211 CECECEACECE DDDDD ++=−+=∆ . (9.134) 

Производные DE1 получаем при дифференцировании выражения (9.130): 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 1T
11

T
122

1T
11

T
1

1T
11

T
1221

−−−
−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡+−= CCCCCCCCCCCEAE DEDDD  (9.135) 

где 

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ]( ) 1T
11

T
11

T
11

1T
11

1T
11

−−−
+×−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ CCCCCCCCCC DDD . (9.136) 

Окончательно выражение для производных принимает вид: 

 D∆ = ),1()()( 1
TT

1 CCECA ⋅−⋅+−= µµ DDD ∆  (9.137) 

где 
 µ = C1

T(C1C1
T)-1. (9.138) 

Необходимые производные DC1 и DC2 получены впервые А.А. Бугаевским и со-
авт. [312, 313]: 
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dhijihihi LLL

1 11
][-][ ln/][ P , (9.139) 

где δ – символ Кронекера, Puj – элементы матрицы буферности [275], 
 || Puj || = || ∂ [Bu] / ∂ tj || = || ∂ tj / ∂ [Bu] ||-1. (9.140) 

По окончании уточнения ln βi рассчитываем, следуя [317, 355], ковариационную 
матрицу параметров ln βi: 

 ( ) ( ) ( )[ ] piNklDDs lkilki ...,,2,1;...,,2,1;Λ...,,2,1,lncov
1T2

0 * ===×=
−∗ ∆∆β , (9.141) 

 fUs /2
0 = ,     f = N ⋅ Λ - z (9.142) 

В формуле (9.141) суммирование выполняется по повторяющимся индексам l и k. 
Ковариационная матрица совокупности параметров ln βi и αli имеет блочную форму 
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θ , (9.143) 

где матрицы cov2, cov3 построены из блоков, соответствующих длинам волн λl: λ
2cov , 

λ
3cov , l = 1, 2, …, Λ. Каждый из блоков λ

2cov  представляет собой матрицу размером 
Ω×Ω, содержащую дисперсии–ковариации αli для длины волны λl: 

 ( ) ( ) ( )λ
Tλ

3
1T

11
2
0

λ
2 ∆Ds covcov +=

−
CC . (9.144) 

Блок λ
3cov  размером p×Ω содержит ковариации ln βi и αli для длины волны λl: 

 ( ) ( ) ( )β∆ lnλ
Tλ

3 covcov ⋅= D , (9.145) 

9.6.2. Снижение размерности задачи по числу аналитических позиций 
Для многоволновой спектрофотометрии характерны значения Λ от 5–10 до 102–

103. При большом числе длин волн расчетные алгоритмы должны содержать средства, 
снижающие размерность задачи без потери существенной информации. Одно из таких 
средств – факторный анализ [155, 258], основанный на  сингулярном разложении мат-
рицы A: 
 A = U Σ VT. (9.146)  
При высоких Λ и Ν ранг матрицы А (r) не превышает числа светопоглощающих форм 
Ω. Ранг A равен числу сингулярных чисел )(A

jκ , значимо отличающихся от 0. Такими 

признавали те  числа )(A
jκ , для которых )(

макс
)( / AA

j κκ  ≥ 0.01. 

Почти вся информация, содержащаяся в матрице A, теперь сохраняется в заштри-
хованных частях матриц U и V: 

 

U Σ

VT

Λ

r Λ

r

r N

r
N

 
Это позволяет заменить A меньшей по размеру матрицей – произведением за-

штрихованных частей ΣVT. К ней переходим, умножая соответствующие матрицы на 
заштрихованную часть UT. Аналогичному преобразованию подвергаем E, E1, E2, ∆ и 
D∆. 

9.6.3. Схема алгоритма CLINP 1.0 
1. Выполнить сингулярное разложение матрицы A, найти ее ранг r и преобразо-

ванные матрицы ΣVT = UTA и UTE2. 
2. Задать начальные приближения (ln βi)0, i =1, 2, …, p. 
3. Для текущих значений (ln βi)c рассчитать матрицы C и UTE1. 
4. Линейным методом наименьших квадратов решить систему уравнений (9.132) 

и рассчитать поправки τi. 
5. Ввести поправки τi  к текущим оценкам (ln βi)c. 
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6. Если ∑
=

−≥
p

i
i

1

52 10τ , перейти к шагу 3, в противном случае – к шагу 7. 

7. По обратному U-преобразованию найти матрицы E1, ∆ и D∆. Вычислить ко-
вариационную матрицу cov(θ). 

9.6.4. Пример использования алгоритма CLINP 1.0. Равновесия в 
системе Cu(II) – этилендиамин – оксалат-ион 

На основе описанного алгоритма разработана программа CLINP 1.0 [253]. Приве-
дем пример ее использования при моделировании равновесий комплексообразования в 
растворах. В монографии [244] подробно исследованы равновесия в растворе, содержа-
щем Cu(II), этилендиамин (En) и щавелевую кислоту (Н2Ох). При шести длинах волн и 
21 значении рН измерены светопоглощения растворов с общими концентрациями 
t(Cu2+) = 0.01 моль/л, t(En) = 0.1 моль/л, t(H2Ox) = 0.01 моль/л. Авторы [244] анализиро-
вали равновесия в этой системе как с применением вспомогательных функций и гра-
фических методов, так и с помощью компьютерного моделирования по программе 
DALSFEC [244, 248]. Оказалось, что поглощают свет три частицы: CuEn2

2+, CuEnOx и 
CuOx2

2-, а концентрация ионов Сu2+ пренебрежимо мала. Рассчитаны K1 и K2 – кон-
станты равновесия реакций 

 EnCuEnOxOxCuEn
122

2 +=+ −+
K

, (9.147) 

 EnCuOxOxCuEnOx 2
2

22 +=+ −−
K

 (9.148) 

и молярные коэффициенты поглощения комплексов (αli) [244]. 
По программе CLINP 1.0 рассчитывали lg K1, lg K2, lg β2( ++ =+ 2

2
2 CuEnEn2Cu ) и 

αli. Результаты расчетов по программам CLINP 1.0 и DALSFEC приведены в табл. 9.8. 
 

Таблица 9.8. Результаты моделирования равновесий в системе Cu2+ – En – Ox2-. 
Верхняя строка – расчет по программе DALSFEC, нижняя – по программе CLINP 1.0 

U 2
0s  -lg K1 -lg K2 

* 
1.21⋅10-3 

* 
1.14⋅10-5 

4.79(0.02) 
4.78(0.02) 

5.96(0.02) 
5.95(0.02) 

Коэффициенты молярного поглощения комплексов Длина волны, нм 
+2

2CuEn  CuEnOx  −2
2CuOx  

480 26.9 (0.2) 
26.9 (0.1) 

2.4 (0.3) 
2.4 (0.2) 

0.7 (0.2) 
0.7 (0.2) 

600 46.0 (0.2) 
46.0 (0.1) 

47.1 (0.35) 
47.2 (0.2) 

11.5 (0.2) 
11.5 (0.1) 

640 28.5 (0.2) 
28.5 (0.1) 

46.6 (0.35) 
47.7 (0.2) 

23.2 (0.2) 
23.2 (0.1) 

646 26.2 (0.2) 
26.2 (0.1) 

46.6 (0.35) 
46.6 (0.2) 

24.8 (0.2) 
24.8 (0.1) 

700 11.5 (0.2) 
11.5(0.1) 

33.1 (0.3) 
33.1 (0.2) 

34.0 (0.2) 
34.1 (0.1) 

800 2.5 (0.2) 
2.5 (0.1) 

11.8 (0.3) 
11.8 (0.2) 

24.85 (0.2) 
24.9 (0.1) 
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Рис. 9.14. Рассчитанные равновесные концентрации (ммоль/л) 
комплексов +2

2CuEn  (1), CuEnOx (2) и −2
2CuOx  (3) в исследуемых растворах. 

 
Рассчитанная по программе CLINP 1.0 остаточная сумма квадратов U = 1.21⋅10-3 

при числе степеней свободы f = 106. Принимая оценку среднего квадратического 
отклонения светопоглощений σA = 0.003 и уровень значимости α = 0.025, приходим к 
выводу об адекватности модели по критерию χ2: 

 4.136)025.0(χ4.134)103/(1021.1χ 2
106

2332
эксп =<=⋅⋅= −−

. (9.149) 
Рассчитанные равновесные концентрации комплексов (рис. 9.14.) объясняют, почему 
удалось надежно рассчитать все αli: каждый из комплексов имеет широкую область до-
минирования. Параметр β2 не поддается оценке по имеющимся данным, т.к. химиче-
ская форма Cu2+ является избыточной (концентрация [Cu2+] не превышает 0.1% t(Cu2+) 
ни в одной экспериментальной точке). 

Многолетняя практика использования алгоритмов, основанных на тех же принци-
пах, что и CLINP 1.0, показала их достаточно высокую надежность и скорость. В то же 
время, ряд проблем параметрической идентификации невозможно преодолеть, не скор-
ректировав исходные предпосылки расчетов и не усовершенствовав вычислительные 
алгоритмы. 

 
Проанализировав результаты, достигнутые в практике параметриче-

ской идентификации моделей, можно заключить: 
1. Даже для сложных систем апробирован комплекс средств, позволяющих 

установить число сортов и стехиометрический состав комплексов (ме-
тоды проб и ошибок, коррекции пробных моделей и EFA). 

2. Практически все алгоритмы и программы расчета параметров равнове-
сий представляют собой версии нелинейного метода наименьших квад-
ратов. Основа для выбора взвешенной суммы квадратов невязок в каче-
стве критериальной функции – гипотеза о нормальном распределении 
погрешностей измеряемого свойства A. Оснований считать, что это 
предположение справедливо для любых экспериментальных данных, нет, 
и, следовательно, в практику параметрической идентификации следует 
внедрять методы, менее чувствительные к гипотезе о нормальном рас-
пределении погрешностей. 
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3. К настоящему времени основными методами минимизации критериаль-
ного функционала U являются модификации метода Ньютона и метод 
Гаусса-Ньютона. Алгоритмы, ставшие основой распространенных про-
грамм, лишь в незначительной степени учитывают результаты, получен-
ные специалистами по нелинейной оптимизации в последние десятиле-
тия. Как результат, скорость и сам факт сходимости алгоритмов к реше-
нию в значительной степени зависят от выбора начальных приближений 
параметров и эвристических соображений; не решена до конца проблема 
выявления и устранения детерминированной неединственности решений. 

4. Оценка адекватности моделей по глобальным критериям χ2, F и т.п. не-
достаточна. Необходимо анализировать локальные критерии адекватно-
сти и внедрять новые методы диагностики моделей. 

5. Все выводы о доверительных интервалах и коррелированности парамет-
ров, основанные на расчете ковариационных матриц, являются прибли-
женными. 

 

ГЛАВА 10. МОДЕЛЬ ХИМИЧЕСКИХ РЕАКЦИЙ: 
ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ ПРИ НАРУШЕНИИ 
СТАНДАРТНЫХ ПРЕДПОСЫЛОК МНК. М-ОЦЕНКИ 

ХЬЮБЕРА 

10.1. Нарушения предпосылок МНК и меры по их компенсации 

В методе максимума правдоподобия выбор критериальной функции в виде  

 ∑
=

=
N

k
kU

1

2ξ , (10.1) 

где взвешенные невязки ξk = kkw ∆2/1 , ∆k = kÂ - Ak, основан на гипотезах о точном зада-
нии всех переменных, контролирующих условия эксперимента, и о нормальном рас-
пределении ε  (погрешностей измерения свойства A). 

Первая гипотеза справедлива лишь приближенно, поскольку все эксперимен-
тальные величины, включая и те, которые задают условия эксперимента, подвержены 
случайным погрешностям. При нормальном распределении всех погрешностей оценки 
параметров с оптимальными свойствами (см. п. 9.2.2.1) следует находить с помощью 
конфлюэнтного анализа (регрессионного анализа с учетом ошибок в контролируемых 
переменных) [293]. В конфлюэнтном анализе вместо (9.47) минимизируют функционал 
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k
kkwU

1

2∆~ (
, (10.2) 

где отклонение k∆
(

 учитывает как невязку kkk AA −=
)

∆ , так и ошибки в векторе конт-
ролируемых переменных Х [294]: 
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где индексы α и β пробегают все значения, соответствующие контролируемым пере-
менным; dαβ – элементы матрицы погрешностей контролируемых переменных 
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Приходится корректировать и значения статистических весов: 
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где 2
ks  – оценка дисперсии Ak, 
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Основная сложность в применении конфлюэнтного анализа – отсутствие досто-
верной информации о погрешностях контролируемых переменных. Немногочисленные 
примеры использования конфлюэнтного анализа [294–296] показывают, что конфлю-
энтные поправки незначительно (в пределах погрешности определения) влияют на 
оценки βi. Это дает основание не пользоваться конфлюэнтным анализом, если случай-
ные погрешности контролируемых переменных невелики. 

Гораздо сложнее проблемы, возникающие при нарушении гипотезы о нормаль-
ном распределении погрешностей. В этом случае МНК может дать абсолютно невер-
ные результаты. Рассмотрим простой модельный пример, подобранный П. Хьюбером 
[298]. В шесть откликов, соответствующих линейной модели 
 xy −−= 2 , (10.7) 

Хьюбер внес погрешности: в y1 – y5 – нормально распределенные с нулевым средним и 
стандартным отклонением σ = 0.6, а в y6 – большую ошибку 12 (табл. 10.1).  
 

Таблица 10.1. Результаты регрессионного анализа при распределении 
погрешностей, отличном от нормального (пример П. Хьюбера) 

Модель (10.8) Модель (10.10) No xi yi 

iy)  ∆i iy)  ∆i 

1 -4 2.48 0.39 -2.09 2.23 -0.25 
2 -3 0.73 0.31 -0.42 0.99 0.26 
3 -2 -0.04 0.23 0.27 -0.09 0.13 
4 -1 -1.44 0.15 1.59 -1.00 0.44 
5 0 -1.32 0.07 1.39 -1.74 -0.42 
6 10 0 -0.75 -0.75 0.01 0.01 

 
Расчет линейным МНК коэффициентов уравнения 

 y = a0 + a1⋅x (10.8) 
дал оценки a0 = 0.07 и a1 = -0.08, весьма далекие от верных значений. При этом оста-
точная дисперсия 

 41.2∆
4
1 6

1

22
0 == ∑

=i
is , (10.9) 

где iii yy −= )∆ , хотя и существенно превышает σ2 = 0.36, пугающе большой не выгля-
дит. Исследование локальных критериев адекватности ∆i указывает на первую точку 
как на возможный грубый промах (невязка |∆1| = 2.09 наибольшая), т.е. грубый промах 
не проявил себя в наибольшей невязке. 
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Рис. 10.1. Результаты регрессионного анализа  для примера П. Хьюбера. 

1 – модельная функция, точки – данные с внесенными погрешностями, 
2 – уравнение линейной регрессии (10.8), 3 – полином второй степени (10.10). 

 
При внимательном взгляде на данные (рис. 10.1) возникают обоснованные со-

мнения в пригодности линейной модели (10.8). Полиномиальная модель 

 2
210 xaxaay ++=  (10.10) 

приводит к МНК-оценкам a0 = -1.74; a1 = -0.66; a2 = 0.08 и 17.02
0 =s . Значение 2

0s  пре-
красно согласуется с дисперсией σ2, и полиномиальная модель (10.10) будет принята. 
Можно сделать вывод, что случайный промах в данных способен не только неузна-
ваемо исказить оценки параметров, но даже привести к модели с неправильной струк-
турой. 

Резонно заключить, что при параметрической идентификации гораздо более 
сложных (нелинейных по параметрам) моделей комплексообразования влияние слу-
чайных выбросов в данных и на структуру модели, и на оценки параметров может быть 
не менее разрушительным. 

Для того чтобы уменьшить влияние грубых промахов, вместо взвешенной суммы  
квадратов U нужно минимизировать другие критерии.  

Метод максимума правдоподобия приводит к различным критериальным функ-
циям в зависимости от распределения экспериментальных погрешностей. Так, при рав-
номерном распределении ε оценки максимума правдоподобия соответствуют мини-
муму максимальной невязки [356, 357] 

 k
Nk

S ξmax
1 ≤≤

= . (10.14) 

Если распределение ε подчиняется закону Стьюдента, следует минимизировать крите-
рий [358] 

 ( )∑
=

−− ⋅⋅⋅+=
N

k
kkkkk smmZ

1

212 v∆1ln , (10.13) 

где mk – число повторных измерений Ak, vk = mk - 1, 2
ks  – выборочная оценка дисперсии 

Ak. Наконец, при распределении ε, соответствующем закону Лапласа с плотностью ве-
роятности 

 ( )λεexp
2λ
1)ε( −=p  (10.11) 

где λ – параметр распределения, критериальная функция имеет вид [299, 300, 359] 
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Критерий S не годится, т.к. он еще более чувствителен к засорению данных про-
махами, нежели U. Оценки, соответствующие минимуму критериев L1 и Z, напротив, 
значительно более устойчивы к промахам, чем МНК-оценки. Вместе с тем, критерий Z 
не хотелось бы использовать по той причине, что закон Стьюдента не является пре-
дельным, и трудно представить экспериментальные условия, формирующие Стьюден-
товское распределение погрешностей. Напротив, как показали Мудров и Кушко [299] 
(см. п. 9.2.2.1), критерий L1 статистически обоснован так же хорошо, как и критерий U, 
т.к. закон распределения Лапласа, как и закон Гаусса, является предельным. Обосно-
ванно предпочесть один критерий другому в отсутствие информации о распределении 
экспериментальных погрешностей невозможно. Это тем более печально, что миними-
зация различных критериев может приводить к значительно отличающимся оценкам 
параметров [331, 357]. 

Решение проблемы следует искать, задавая минимизируемый критерий так, 
чтобы он: а) давал оценки, устойчивые к отклонению распределения погрешностей от 
нормального, и б) объединял два статистически обоснованных критерия – U и L1.  

Статистические методы, устойчивые к нарушению стандартных предпосылок 
МНК, называют робастными [291, 298, 360, 361]. Робастные методы оценивания не 
только повышают устойчивость оценок к засорению данных промахами, но, как мы в 
этом убедимся, смягчают (по сравнению с МНК) требования к назначению статистиче-
ских весов и выбору той или иной характеристики равновесной системы в качестве ве-
личины, аппроксимируемой моделью. Поскольку при робастной параметрической 
идентификации приходится варьировать гипотезы о статистических свойствах экспери-
ментальных данных, есть все основания рассматривать робастное оценивание как раз-
дел теории анализа данных. 

10.2. М-оценивание как робастный метод параметрической 
идентификации 

Показано, что оценки МНК теряют свои оптимальные свойства при распределе-
нии погрешностей ε с хвостами более длинными, чем у нормального распределения; 
при более коротких хвостах МНК-оценки удовлетворительны [286]. Следовательно, 
конструируемый робастный критерий должен обладать свойствами взвешенной суммы 
квадратов при распределениях погрешностей с короткими хвостами и быть устойчи-
вым к распределениям с длинными хвостами. Количественно длину хвостов можно ха-
рактеризовать эксцессом γ2 (9.100). Для нормального распределения γ2 = 0, для распре-
делений с длинными хвостами γ2 > 0 (например, для распределения Лапласа γ2 = 3, для 

распределения Стьюдента γ2 = 
4

6
−f

, где f – число степеней свободы, для распределе-

ния χ2  эксцесс γ2 = 
f

12  [332, 362]), для распределений с короткими хвостами эксцесс 

отрицателен (так, для равномерного распределения γ2 = -1.2 [332, 362]). 
Строя робастный критерий методом максимума правдоподобия, применяют «мо-

дель грубых промахов» [293]. Пусть, свойство А измеряется со случайной погрешно-
стью ε, плотность распределения которой  
 р(ε) = [(100 - δ)⋅ϕ(0, σГаусс) + δ⋅h(ε)] / 100, (10.18) 
где ϕ(0, σГаусс) – плотность стандартного нормального распределения (среднее значение 
0, стандартное отклонение σГаусс

 = 1), h(ε) – плотность вероятности грубых промахов 
(плотность распределения с длинными хвостами), δ –  интенсивность промахов, %. 
Примером модели грубых промахов служит известное распределение Тьюки [362] 
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 р(ε) = [(100 - δ)⋅ϕ(0; σГаусс) + δ⋅ϕ(0; b⋅σГаусс)] / 100,   b > 1. (10.19) 
В уравнении (10.19) h(ε) = ϕ(0; b⋅σГаусс) – функция плотности нормального распределе-
ния со стандартным отклонением, в b раз большим, чем у плотности распределения по-
грешностей основных наблюдений ϕ(0; σГаусс). 

П. Хьюбером показано [298, 360], что для модели грубых промахов оценка мак-
симального правдоподобия соответствует минимуму критериального функционала 

 min);ρ(ξ)(
1

== ∑
=

N

k
kM θθ  (10.20) 

или решению уравнения 
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1

=φ∑
=

N

k
k θ , (10.21) 

где ρ(ξk; θ) – неотрицательная, симметричная и дважды дифференцируемая функция 
потерь, для которой ρ(0; θ) = 0, ( ) ),(),( θθ kkk ξρξ∂∂=ξφ , ξk – взвешенные невязки. За-
дачи (10.20) и (10.21) эквивалентны, если функция ρ выпуклая. Оценки, соответствую-
щие минимуму критерия (10.20), называют М-оценками. М-оценки несмещенные, сос-
тоятельные и эффективные, если функция ρ(ξ; θ) растет медленнее, чем ξ2. М-оценки 
устойчивее МНК-оценок к нарушениям гипотезы о нормальном распределении экспе-
риментальных погрешностей [293, 363]. 

Предполагая, что функция плотности вероятности грубых промахов h(ε) симмет-
рична относительно нуля, Хьюбер потребовал от М-оценок минимума максимальной 
асимптотической дисперсии параметров и получил [298] для функции потерь в крите-
рии (10.20) выражение 
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где cout – константа, зависящая от интенсивности промахов δ. Константу сout находят, 
численно решая уравнение [299] 
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При 0.5 % ≤ δ ≤ 99 % зависимость сout(δ) (рис. 10.2) удовлетворительно аппрокси-
мирует выражение 
 cout =  1.211 ⋅ exp(-δ/0.6642) + 1.656 ⋅ exp(-δ/33.02). (10.24) 

Помимо (10.22), предложены [286, 291, 298, 364, 365] и другие способы задания 
ρ, как полученные методом максимума правдоподобия, исходя из определенных требо-
ваний к оценкам, так и эвристические: 
 Lq – оценки: ρ(ξ) = |ξ|q, 1 ≤ q < 2 (10.25) 

 оценки Вэлша: ρ(ξ) = d2 / 2⋅[1-exp(-ξ/d)2], d > 0, (10.26) 

 оценки Фэера: ρ(ξ) = c2 [|ξ|/c - ln (1 + |ξ|/c)], c > 0, (10.27) 

 оценки Демиденко: ρ(ξ) = ξ2 / (ξ + d), d > 0, (10.28) 

 оценки Эндрюса: 
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Рис. 10.2. Зависимость параметра сout от интенсивности грубых промахов δ. 

Точки – точные значения, линия – аппроксимация (10.24). 

оценки Мешалкина: 
 ρ(ξ) = λ-1 [1 - exp(-λξ2/2)], λ > 0, (10.30) 
оценки Рамсея: 
 ρ(ξ) = λ-1 [1 - (1 + λ1/2 |ξ|)] ⋅ exp(-λ-1/2 |ξ|), λ > 0. (10.31) 

Последние три способа задания ρ(ξ) предназначены для асимметричных функций 
распределения случайных погрешностей. 

Все М-оценки обладают близкими свойствами, но считают [293], что предпочти-
тельны именно М-оценки Хьюбера, поскольку они сохраняют свои оптимальные свой-
ства при малом числе опытов и устойчивы и к несимметричным засорениям нормаль-
ного распределения погрешностей. 

Критерий (10.20) – это гибрид критериальных функций, соответствующих зада-
чам МНК и метода наименьших модулей (МНМ). При интенсивности промахов δ → 0 
константа сout → ∞, и функция М переходит в 

 ∑
=

=
N

k
U

1

2ξ
2
1 . (10.32) 

При δ → 100 % значение cout → 0, и функция М становится эквивалентной критерию L1 
(10.12). Подход Хьюбера «дал необходимое теоретическое обоснование методу наиме-
ньших квадратов и ряду других методов, приводящим к оценкам квазиправдоподобия. 
При этом в вечном споре гауссовского и лапласовского распределений и соответствен-
но методов обработки по методу наименьших квадратов и по методу наименьших моду-
лей начинает просматриваться компромисс. Идеальным методом обработки признается 
тот, который сочетает в себе черты как одного, так и другого метода» [299]. 

Вычисляя М-оценки, измерения разбивают на две группы. Первая содержит экс-
периментальные точки, для которых |ξk| < cout, вторая – остальные измерения, подвер-
женные, как считают, влиянию грубых выбросов. 

Формула (10.20) справедлива, если σГаусс = 1. Поскольку М-оценки не инвари-
антны относительно преобразования масштаба, для обработки данных с σГаусс ≠ 1 пере-
ходят [298, 299] от (10.20) к другой минимизационной задаче: 

 ( )[ ] minσσσξρ)σ,(~

1
=⋅+⋅= ∑
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N

k
Mk aM θ . (10.33) 

где коэффициент 
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ϕ(ξ) – функция плотности вероятности стандартного нормального распределения 
ϕ(0, σГаусс=1). В формуле (10.33) к неизвестным параметрам θ добавляется масштабный 
параметр σ. Величину σ2 (дисперсию закона распределения погрешностей основных 
наблюдений 2

Гауссσ ) можно интерпретировать как выборочную остаточную дисперсию 
2
0s   для данных без промахов. 

Задача (10.33) обобщается на многомерный случай, когда в каждой эксперимен-
тальной точке одновременно регистрируют Λ свойств равновесной системы: 
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При использовании М-оценок Хьюбера пользователь должен варьировать про-
цент промахов δ, априорная информация о величине которого отсутствует. Тем самым 
процедура параметрической идентификации адаптируется к особенностям обрабаты-
ваемых данных. 

Насколько эффективным будет анализ данных, зависит, не в последнюю очередь, 
от вычислительных свойств алгоритма М-оценивания и стратегии обработки реальных 
данных. Ниже в п. 10.3 описан разработанный нами вычислительный алгоритм 
CLINP 2.1 [366] робастной параметрической идентификации и обоснована общая стра-
тегия анализа первичных данных КФХА [367] (гл. 11). 

10.3. Алгоритмы модифицированных методов Ньютона и 
Гаусса-Ньютона минимизации критериального функционала 

10.3.1. Формулировка задачи  
Примем, что известны число сортов и стехиометрический состав комплексов, а 

подлежат расчету значения логарифмов констант устойчивости lg βi, i =1, 2, ..., p, и, 
возможно, факторы интенсивности αli, l = 1, 2, ..., Λ; i = 1, 2, …,Ω; Ω ≤ S, при общем 
числе искомых параметров z, находимом по формуле (9.127). 

Точечные М-оценки параметров |lg βi>, <αli> и σ – величины, соответствующие 
минимуму критериальной функции M~ . Критерий M~  можно минимизировать числен-
ными методами [1] непосредственно. Однако более эффективным считают [299] пе-
реход от минимизации M~  к эквивалентной задаче метода взвешенных наименьших 
квадратов: 

 QM +Φ=
><>

~min
σ,α,β|

, (10.36) 

где 

 ∑∑
= =

⋅=Φ
Λ

1 1

2ξχ~
2
1

l

N

k
lklk  , (10.37) 

множители 
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 ξlk = 2/1
lkw  ⋅ ∆lk,        ∆lk = lkÂ - Alk, (10.40) 

wlk – статистические веса, назначенные в соответствии с моделью экспериментальных 
погрешностей, 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>⋅⋅⋅−⋅

≤⋅
=

.
σ

|ξ|
при2/σΛσ

;
σ

|ξ|
приσ

2
out

lk
outM

out
lk

M

ccNa

ca
Q  (10.41) 

Чтобы избежать расчета производных ∂ M~  / ∂ σ, для минимизации (10.36) ис-
пользовали схему Хьюбера [298, 360]. Согласно этой схеме, располагая на m-й итера-
ции по σ оценкой σ(m), рассчитывают, не уточняя σ(m), неизвестные константы равнове-
сия и факторы интенсивности (вектор θ), а затем по формуле 

 ( ) ( )2)(
2

1

Λ

1
)(

)(
/2)1( σ
σ

ξ
ρ1σ m

N

k l
m

m
klm

a
⋅

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
= ∑∑

= =

+ , (10.42) 

уточняют σ. Повторив расчет θ, заново вычисляют σ и т.д., до тех пор, пока изменение 
σ от итерации к итерации не становится меньше 1 %. 

10.3.2. Расчет неизвестных факторов интенсивности 
Неизвестные параметры lg βi и αli рассчитывали по схеме Силлена (см. п. 9.2.2.4). 

Как и в п. 9.6.1, выделили в отдельные подмножества реагенты с известными и неиз-
вестными факторами интенсивности αli и представили матрицу А в виде (9.128). МНК-
оценки факторов интенсивности находят по формуле (9.130). Переход к М-оцениванию 
предполагает использование весов, и простое выражение типа (9.130) получить невоз-
можно. Чтобы воспользоваться М-оценками, преобразовали матрицы измеряемых 
свойств А, невязок ∆ и факторов интенсивности Е в такие векторы A#, ∆#, Е#, что эле-
менты векторов yu соответствуют элементам матриц xlk при u = (l - 1) ⋅ N+ k (l ≤1 ≤ Λ, 
1 ≤ k ≤ N) для матриц А и ∆; u =  (l - 1) ⋅ S + k (l ≤ 1 ≤ Λ, 1 ≤ k ≤ S) для матрицы Е. Так, 
элементам матрицы невязок ∆ элементы вектора ∆# соответствуют следующим обра-
зом: 
 ∆#

1 = ∆11, ∆#
2 = ∆12, ..., ∆#

Λ = ∆1Λ 

 ∆#
Λ+1 = ∆21, ∆#

Λ+2 = ∆22,..., ∆#
2Λ = ∆2Λ 

 ... 

 ∆#
1+(Λ-1)⋅N = ∆Λ1, ∆#

2+(Λ-1)⋅N = ∆Λ2, ..., ∆#
N⋅Λ = ∆ΛN 

Затем сформировали весовую матрицу Ω размером Λ×N  с элементами 

  ωlk = wlk ⋅ χlk, (10.43) 
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а из нее – диагональную матрицу весовых множителей Ω
~  размером N⋅Λ×N⋅Λ. Эле-

менты последней 2/1ωω~ lkuu =  при u = k + (l - 1)⋅N. После выполненных преобразований 
равновесные концентрации реагентов размещаются в блочно-диагональной матрице С# 
размером S⋅Λ×N⋅Λ, идентичные блоки которой – это матрицы С размером S×N: 

Λλ1λ1λ
Λλ

3λ
2λ
1λ

...
............

...

...

...

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

C

C
C

#C

00

000
00
00

 

В результате выполненных преобразований уравнения Фирордта можно перепи-
сать как 
 A# = E# ⋅ C#, (10.44) 
а формула (10.37) принимает вид 

 ∑
⋅

=
⋅=Φ

Λ

1

2## )∆(ω
2
1 N

u
uu , (10.45) 

или в векторном виде 

 )]([)]([
2
1 T θ∆Ωθ∆ ### ⋅⋅=Φ , (10.46) 

где Ω# = ΩΩ
~~ T ⋅ . 

Теперь, чтобы найти неизвестные факторы интенсивности с использованием 
М-оценок Хьюбера, используем взвешенные переменные: 

 Ω
~~ # ⋅= AA ,   Ω∆∆

~~
⋅= # ,  Ω

~~
11 ⋅= #CC ,  

T
1

T
1

~~ #CC ⋅=Ω . (10.47) 

Окончательно формулу для расчета неизвестных факторов интенсивности получили в 
виде: 

 µ~~)~~( T
12

#
21 ⋅⋅⋅−= CCEAE # , (10.48) 

где 1T
11

T
1 )~~(~~ −= CCCµ . 

10.3.3. Производные взвешенных невязок ∆
~  по логарифмам констант 

устойчивости 
Для методов Ньютона и Гаусса-Ньютона необходимы первые и вторые производ-

ные минимизируемой функции (10.36) по искомым параметрам ∂ M~ / ∂θi = ∂Ф/ ∂θi, 
∂2 M~ / ∂θi∂θj = ∂2Ф/ ∂θi∂θj. Учитывая, что факторы интенсивности вычисляются по опи-
санной выше схеме, а для итеративного уточнения σ производные не требуются, необ-
ходимы лишь производные по параметрам lg βi. Для их расчета, в свою очередь, тре-
буются производные ∂ u∆

~ /∂ lg βi и ∂2
u∆

~ /∂ lg βi⋅∂ lg βj. Начнем с частного случая, когда 
в минимизируемом функционале M

w
 (10.36) веса ωlk = 1, а расчету подлежат производ-

ные ∂ ∆lk /∂ lg βi, ∂2∆lk / ∂ lg βi⋅∂lg βj. Введя обозначения Di = ∂ / ∂ lg βi, и 
)βlgβlg(/22

jiijD ∂⋅∂∂= , из формулы (9.137) получаем: 

 Di∆  = { })1()()(
10ln
1

1
TT

1 CCECA µµ∆ −⋅+−= iii DDD , (10.49) 
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В общем случае неединичных весов (ωlk ≠ 1) применяем взвешенные варианты 
переменных A~ , ∆

~ , 1
~C , T

1
~C , µ~  и приходим к следующим выражениям: 

 { },)~~1)(~(~)~(~
10ln
1~~

1
TT

1 CCECA µµ∆∆ −+−⋅== iiii DDDD  (10.51) 
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 (10.52) 

10.3.4. Итеративная вычислительная схема методов Ньютона и 
Гаусса-Ньютона 

Для расчета lg β применяли модифицированные методы Ньютона и Гаусса-Нью-
тона. 

Пусть в окрестности точки lg βc функцию M~  можно аппроксимировать квадра-
тичной формой 

 
),lg(lg)(lg)lg(lg

2
1

)lg(lg)(lg)(lg~)lg(~

T

T

c

cc

H

g

βββββ

βββββ

−⋅⋅−+

+−⋅+≈

cc

cMM
. (10.53) 

где градиент 

 g = )(lg)(lg~ ##T β∆Ωβ ⋅⋅=Φ∇=∇ JM , (10.54) 

J(lg β) – матрица Якоби c элементами 

 Jui(lg β) = ∂ u∆
~  / ∂ lg βi, u = 1, 2, ..., N⋅Λ, i = 1, 2, ... p, (10.55) 

матрица Гессе 

 Н = M~2∇  = Φ∇2  = J(lg β)T ⋅ Ω# ⋅ J(lg β)  + F, (10.56) 

 F = ( ) )(lg)(lg ##T β∆Ωβ ⋅⋅∇J , (10.57) 

 jiuuij)J( β∂β∂∆∂=∇ lglg/~]lg[ 2β  = ∂ [Jui(lg β)] / ∂ lgβj. (10.58) 

В методе Ньютона матрицу Гессе вычисляли точно, а в методе Гаусса-Ньютона 
элементы матрицы F приравнивали нулю. 

Из формулы (10.53) следует (см. п. 9.2.2.4) схема итеративного уточнения lg βc: 
 lg β+ := lg βc + s, (10.59) 
где s – направление движения от текущей оценки lg βc к уточненной lg β+, 
 s = -H-1 ⋅ g = -J(lg βc)T ⋅ Ω# ⋅ ∆#( lg βc). (10.60) 
При использовании метода Ньютона 
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а в методе Гаусса-Ньютона расчет s упрощен: 

 ( ) ) lg() lg() lg() lg( T1T
cccc β∆ΩββΩβ ### JJJs ⋅⋅⋅⋅⋅−=

−
. (10.62) 

Из-за приближенного расчета матрицы Гессе метод Гаусса-Ньютона не приводит 
в точку минимума, если (а) из-за неудачного выбора химических форм, учтенных в мо-
дели, и/или плохого выбора начальных приближений параметров велики невязки u∆

~  и 

(б) функция ) (lg~
βM  существенно нелинейна (велики вторые производные ) lg( βJ∇ ) 

[328]. В то же время, алгоритм метода Гаусса-Ньютона экономно потребляет ресурсы 
ЭВМ и сходится к минимуму в подавляющем большинстве задач. 

10.3.5. Обеспечение глобальной сходимости методов Ньютона и 
Гаусса-Ньютона 

Как указано в п. 9.2.2.4, для обеспечения глобальной сходимости и высокой ско-
рости расчетов классическую вычислительную схему метода Ньютона необходимо мо-
дифицировать.  

Проблеме глобальной сходимости методов ньютоновского типа посвящены мно-
гочисленные монографические и оригинальные работы (см., например, [323, 327, 328, 
369–373]). В нашем алгоритме CLINP 2.1 воплощены  результаты исследований пос-
леднего времени. 

На каждой итерации критериальная функция должна уменьшаться. Шаг s, вычис-
ляемый в методе Ньютона, обеспечивает такое убывание тогда, когда матрица Гессе 
положительно определена. Если это условие нарушено, матрицу Гессе следует моди-
фицировать, превращая в положительно определенную. Движение вдоль направления, 
полученного с использованием модифицированной матрицы, обеспечит убывание кри-
териальной функции1. 

Для коррекции неположительно определенной матрицы Гессе использовали ме-
тод, основанный на ее спектральном разложении [323, 328, 374]. Исходную матрицу Н 
представляли в виде произведения трех матриц 
 H = U ⋅  Κ ⋅ UT, (10.63) 
где К – диагональная, U – ортогональная матрицы, составленные из собственных чисел 
и собственных векторов матрицы Н. Модифицированную матрицу H~  получали, заме-
няя отрицательные собственные значения κi их абсолютными величинами: 

 H~  = U ⋅  K~  ⋅ UT, (10.64) 

где K~  – диагональная матрица с элементами 
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При такой модификации матрицы Гессе вектор поправок s, вычисленный с использова-
нием матрицы H~ , имеет ту же норму, что и вычисленный обычным методом. 

В ходе итераций алгоритм может попасть в седловую точку lg βc. В седловой 
точке градиент g(lg βc) равен нулю, вследствие чего и вектор поправок s будет нуле-
вым. Чтобы обойти седловую точку, надо выполнить шаг в направлении «отрицатель-
ной кривизны»2 [323, 328, 372]. Таким направлением будет любой вектор d, удовлетво-
ряющий неравенству 

                                                 
1  В методе Гаусса-Ньютона матрица Гессе всегда определена неотрицательно, а при матрице Якоби полного 
ранга – положительно [286]. 
2  Из-за упрощенной оценки матрицы Гессе в методе Гаусса-Ньютона найти в этом методе направление отри-
цательной кривизны не удается. Как результат, в окрестности седловой точки итерации сходятся именно к ней. 
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 dT ⋅  H ⋅ d  < 0. (10.66) 
В алгоритме CLINP 2.1 в качестве направления d выбран собственный вектор, 

соответствующий наибольшему по абсолютной величине отрицательному собствен-
ному значению матрицы Н. 

Таким образом, для движения из точки lg βc предлагаются два направления: нью-
тоновский (квазиньютоновский) шаг s и направление отрицательной кривизны d. Эти 
векторы называют убывающей парой («descent pair») [328]. На ее основе строили шаг 
∆β, обеспечивающий глобальную сходимость алгоритма и квадратичную скорость ло-
кальной сходимости. 

К текущим значениям lg βc на каждой итерации вводили поправки ∆β: 
 lg β+(λ) = lg βс + λ ⋅ ∆β(λ), (10.67) 

где 0 < λ ≤ 1 – длина шага, вектор ∆β – линейная комбинация векторов s и d (в методе 
Гаусса-Ньютона d = 0). Следуя [373], вектор ∆β(λ) находили как 

 ∆β(λ) = λ⋅s + λ⋅d. (10.68) 
При движении вдоль вычисленного таким образом направления критериальная 

функция убывает, но при большой длине шага λ можно «проскочить» минимум и по-
лучить такие lg β+, при которых критериальная функция возрастет. Одним из надежных 
способов обезопасить себя от подобного поведения алгоритма является метод линей-
ного поиска длины шага [327, 328]. При линейном поиске обеспечено движение к ми-
нимуму из начальных точек даже вне области сходимости метода Ньютона. 

Известно [369, 370], что для сходимости итераций к минимуму необходимо вы-
полнение неравенств1: 
 Ф(lg βс+λ⋅∆β)≤Ф(lg βc)+α⋅λ⋅∇Ф(lg βc)T∆β, α ∈ (0, 1), (10.69) 
или 
 ∇Ф(lg β+)T ∆β  ≥  τ ⋅ ∇ Ф(lg βc)T⋅ ∆β, τ ∈(α, 1), (10.70) 
где α и τ – некоторые константы. Достаточным условием сходимости алгоритма явля-
ется соблюдение обоих неравенств (10.69) и (10.70) [375]. Выполнение условия Армио 
(10.69) гарантирует достаточно ощутимое убывание Ф по сравнению с длиной шагов, а 
условия (10.70) – достаточно большую длину шагов. 

Для того чтобы избежать чрезмерно малых шагов, величину λ ограничили снизу 
значением λмин; чтобы не допустить выхода алгоритма из области сходимости, макси-
мальный шаг ограничили величиной hмакс. При ||∆β|| > (hмакс)2 максимальную длину 
шага находили как 
 λмакс = hмакс / ||∆β||1/2. (10.71) 
Таким образом, длину шага λ выбирали из интервала [λмин; λмакс] по следующей схеме 
[328]: 

ШАГ 1. Положить λ = 1. 
ШАГ 2. Найти ||∆β|| и назначить 

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>
≤=

.)(||||при||||/
,)(||||при1λ 2

макс
2/1

макс

2
макс

макс
hh
h

∆β∆β
∆β  (10.72) 

ШАГ 3. Оценить 
 Ф(λмакс) = Ф(lg βс + λмакс⋅∆β). (10.73) 

Если Ф(lg βс + λмакс⋅∆β) удовлетворяет условию (10.69), то принять λмакс как 
длину шага. В противном случае перейти к шагу 4. 

                                                 
1 Соблюдение условия Ф(lg β+ = lg βс + λ⋅∆β) < Ф(lg βс) не всегда обеспечивает сходимость итераций к точке 
минимума. 
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ШАГ 4. С использованием Ф(λмакс),  
 Ф(λ=0) = Ф(lg βс)   и   Ф/(λ=0) = ∇Ф(lg βс)T ⋅ ∆β, (10.74) 
аппроксимировать Ф(λ) квадратичной функцией 
 mq(λ) = [Ф(lg βс + λмакс⋅∆β) - Ф(lg βс) - ∇Ф(lg βс)T ⋅ ∆β]⋅λ2 +∇Ф(xс)T ⋅ ∆β ⋅λ +  

 + Ф(lg βс) = [Ф(λ=λмакс) - Ф(λ=0) - Ф′(λ=0)]⋅λ2 + Ф′(λ=0)⋅λ + Ф(λ=0). (10.75) 
ШАГ 5. Рассчитать значение λ(*), минимизирующее mq(λ): 

 λ(*) = - Ф′(λ=0) / (2{Ф(λ=λмакс) - Ф(λ=0) - Ф′(0)}). (10.76) 
ШАГ 6. Выбрать длину шага λ(1) как 

 λ(1) = max[λмин; λ(*)]. (10.77) 
ШАГ 7. Для найденного шага λ(1) вычислить Ф(λ(1)) = Ф(lg βс + λ(1)⋅∆β) и прове-

рить условие (10.69). Если оно соблюдено, принять λ(1) в качестве длины шага. В про-
тивном случае перейти к шагу 8.  

ШАГ 8. Поскольку известны уже четыре значения Ф(λ) и Ф/(λ), на текущей и по-
следующих итерациях по λ аппроксимировать Ф(λ) полиномом третьей степени [328]: 
 mcub(λ) = η⋅λ3 + ζ⋅λ2 + Ф′(λ=0)⋅λ + Ф(λ=0), (10.78) 
где коэффициенты  
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 (10.79) 
prev – сокращение от previous (предыдущий), λprev и λ2prev – последние два из предыду-
щих пробных значений λ. 

ШАГ 9. Найти значение 

 
η3

)0(η3ζζ /2
(**) =λΦ⋅−+−

=λ , (10.80) 

соответствующее локальному минимуму полинома (10.78). 
ШАГ 10. В качестве новой длины шага выбрать λ(2) = max[λмин; λ(**)], вновь про-

верить условие (10.69) и при его нарушении снова дробить λ, вернувшись к шагу 8. 
В описанном способе выбора длины шага не предусмотрена проверка условия 

(10.70), поскольку доказано [328], что описанная схема поиска λ предотвращает чрез-
мерно малые шаги. По умолчанию для параметра α в условии Армио (10.69) принято 
значение 10-4 [328]. 

10.3.6. Критерии останова итераций 
Для прекращения итераций можно использовать несколько критериев. Важней-

ший основан на исследовании градиента минимизируемой функции g(lg β). В окрест-
ности точки минимума lg β* градиент g(lg β) близок к нулю. Поскольку норма гради-
ента || g(lg β) || зависит от масштаба минимизируемой функции Ф, нецелесообразно 
проверять условие  
 || g(lg β) || ≤ ε, (10.81) 
где ε – малое число. Действительно, в зависимости от назначения статистических весов 
wlk функция Ф может меняться в интервале (10-5–10-4 — 1010–1015). Вместо || g(lg β) || 
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правильнее исследовать норму вектора относительного градиента gr(lg β) [328] с ком-
понентами 

 gr(lg β)i = 
)(lg
lg) (lg

β
ββ

Φ
⋅ iig

. (10.82) 

Выполнение условия 
 || gr(lg β) || ≤ ε (10.83) 
не зависит от масштаба независимых переменных и минимизируемой функции. Крите-
рий (10.83) может привести к ошибочному выводу о необходимости остановить рас-
четы, если в ходе итераций минимизируемая функция Ф(lg β) или какие-либо из пара-
метров lg βi

 становятся близкими к нулю. Проблему решают, заменяя малые значения 
lg βi и Ф(lg β) их «типичными значениями» typβ и typФ. Таким образом, проверяя воз-
можность останова итераций при значениях параметров lg β+, следует: 

а) рассчитать модифицированный вектор относительного градиента gr(lg β+) с 
компонентами 

 [ ] [ ]Φtyp),(lgmax/lg,βtypmax)(lg)(lg~ ++++ Φ⋅= ββββ iiir gg , (10.84) 

б) остановить итерации, если 

 ||)lg(~|| +βrg  ≤ εград, (10.85) 

где εград – малое число 10-7 – 10-4. 
Остановить расчеты можно и по другому критерию: при малой величине попра-

вок ∆βi ко всем уточняемым параметрам. Итерации прекращаем при выполнении нера-
венства 

 
{ }βtyp|,∆β|max

|∆β|max
1 i

i
pi ≤≤

≤  εшаг, (10.86) 

где εшаг  – минимально допустимая относительная длина шага (10-6 – 10-4). 

10.3.7. Схема уточнения начальных оценок lg β0 в алгоритме CLINP 2.1 
При минимизации критериальной функции выполняются следующие шаги: 
4. Получить от пользователя начальные оценки искомых параметров lg β0, а 

также значения параметров α (для правила Армио), λмин, hмакс, εград, εшаг, typβ и typФ. 
5. Присвоить масштабному параметру σ значение 1. 
6. Для текущего значения σ модифицированным методом Ньютона или Гаусса-

Ньютона добиться сходимости итераций по lg β. 
7. По формуле (10.42) найти новое значение σ. Если оно отличается от преды-

дущего более, чем на 1 %, повторить расчет lg β, вернувшись к шагу 3. 

10.3.8. Особенности проверки адекватности модели, расчета 
ковариационной матрицы параметров и выявления избыточных 
комплексов при робастной параметрической идентификации 

10.3.8.1. Модификация  критерия  χ2  

Как и при использовании нелинейного МНК, при параметрической идентифика-
ции с использованием М-оценок недостаточно получить точечные оценки параметров. 
После прекращения итераций необходимо проверить адекватность модели, выявить 
избыточные химические формы и оценить точность расчета параметров. 

Глобальные критерии χ2 и F (см. п. 9.3.1) основаны на гипотезе о нормальном 
распределении погрешностей измерений. Процедура М-оценивания применяется как 
раз в том случае, если эта гипотеза нарушена. Очевидно, что оценки αli и βi, найденные 
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минимизацией функционала M~ , не соответствуют минимуму остаточной дисперсии, а 
стандартная процедура проверки адекватности модели по критерию χ2 становится не-
применимой. Не желая создавать пропасть между процедурами МНК- и М-оценивания, 
будем оценивать адекватность моделей по критерию χ2, внеся необходимые коррек-
тивы в стандартную процедуру проверки. 

Если при нормальном распределении погрешностей для адекватной модели спра-
ведливо неравенство (9.95) при числе степеней свободы f = N⋅Λ - z, то в случае М-оце-
нивания критерий адекватности следует смягчить. Для этого следует уменьшить f в за-
висимости от степени отклонения распределения погрешностей от нормального. Мерой 
такого отклонения служит величина выборочного эксцесса γ2 распределения взвешен-
ных невязок (9.100). Следуя [293], число степеней свободы оценивали как 
 f = int [(N⋅Λ - z) ⋅ {1 + 0.5⋅γ2 ⋅ (N⋅Λ - z)/N⋅Λ}-1], (10.87) 
где int – оператор отбрасывания дробной части числа. 

Другими глобальными критериями адекватности служили значения средней 
взвешенной невязки ∆  (для адекватной модели близка к нулю), среднее значение мо-
дулей невязок ∆~  (для адекватной модели близко к 0.8) и остаточная дисперсия 2

0s  (для 
адекватной модели близка к единице). 

10.3.8.2. Перекрестная  оценка достоверности  

Традиционные критерии проверки адекватности модели – и глобальные, и ло-
кальные – оценивают лишь качество описания эксперимента (подгоночную способ-
ность модели). Более полно исследовать свойства модели помогает перекрестное оце-
нивание достоверности (кросс-оценивание, кросс-валидация, cross-validation) [215–217, 
376–379]. В частности, кросс-валидация позволяет судить о прогностических свойствах 
модели. В моделирование равновесий комплексообразования этот метод анализа дан-
ных внедрен недавно в нашей работе [367]. 

Напомним, что при кросс-валидации множество N экспериментальных точек де-
лят на два подмножества. В одно включают (N-1) точек и используют его для парамет-
рической идентификации модели. В другом множестве остается одна точка с номером 
g, используемая для оценки качества модели. Пользуясь значениями параметров θ, 
найденными по остальным измерениям, рассчитывают lgA

)
 и взвешенные невязки 

кросс-оценивания 

 )(2/1
lglglglg AAwd −⋅=

)
,   l = 1, 2, ..., Λ. (10.88) 

Процедуру повторяют для всех N возможных разбиений множества точек и вычисляют  

 ∑ ∑
Λ

= =
=

1 1

2~

l

N

g
lgdU  (10.88) 

и остаточную дисперсию кросс-оценивания 

 fUs /~~2
0 = , (10.89) 

где f = N⋅Λ - z. Для модели с устойчивыми оценками параметров дисперсия кросс-оце-
нивания незначительно превышает остаточную дисперсию. 

Кросс-валидация – весьма эффективное средство апостериорного выявления то-
чек разбалансировки («leverage points») и «риск-параметров» [298, 360]. Подгоночный 
параметр θi относят к риск-параметрам в том случае, если его значение определяется 
по результатам измерений всего в одной или нескольких экспериментальных точках 
(точках разбалансировки). Невязки кросс-оценивания dlg в точке разбалансировки зна-
чительно превышают невязки в остальных точках, а изменение риск-параметра θi при 
отбрасывании этой точки из набора данных существенно превышает оценку погрешно-
сти параметра, найденную при обработке полного массива данных. 
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10.3.8.3.  Расчет  ковариационных  матриц. Выявление  избыточности  модели  

При М-оценивании неприменима и стандартная процедура (см. п. 9.5.1.) расчета 
ковариационной матрицы параметров D(lg β*). Следуя П. Хьюберу, D(lg β*) оценивали 
по формуле [298] 

 D(lg β*) = Ξ2 ⋅ 2
0s) ⋅ H(lg β*)-1, (10.90) 

где «робастная» остаточная дисперсия 
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функция φ2(ξlk), как следует из (10.22), имеет вид 
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доля «нормальных» (не признанных грубыми выбросами) наблюдений в выборке  
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H – матрица Гессе (или ее приближенная оценка в методе Гаусса-Ньютона). 
При δ → 0 формула (10.90) переходит в выражение (9.112), применяемое для рас-

чета ковариационной матрицы в методе наименьших квадратов. 
Полученная матрица D(lg β*) используется для оценки доверительных интерва-

лов параметров – индивидуальных и совместных (Бонферони), а также множественных, 
частных и общих коэффициентов корреляции параметров. Высокие значения коэффи-
циентов корреляции служат признаком избыточности модели. Более полную информа-
цию об избыточных комплексах и плохоразрешимых комбинациях параметров предос-
тавляют результаты сингулярного разложения матрицы Якоби J (9.110) (см. п. 9.4). 

Описанные процедуры  стали основой вычислительных алгоритмов в программе 
CLINP 2.1 (см. Приложение) для параметрической идентификации моделей комплексо-
образования по данным методов спектрофотометрии, потенциометрии, растворимости, 
распределения и др. 

10.4. Исследование свойств М-оценок с помощью 
имитационного моделирования 

Свойства М-оценок изучали с помощью имитационного моделирования. Резуль-
таты исследования системы Cu(II) – этилендиамин (En) – щавелевая кислота (Н2Ox) 
спектрофотометрическим методом описаны в п. 9.6.4. Считая найденные оценки кон-
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стант равновесия и молярных коэффициентов поглощения комплексов Cu(II) извест-
ными точно, для описанного в [244] плана эксперимента (21 раствор и 6 длин волн по-
глощаемого света) рассчитали светопоглощения растворов. В них внесли погрешности 
ε, сгенерированные согласно модели грубых промахов (10.18): 
 ε = [(100 - q) ⋅ ε(0; σГаусс)  +  q ⋅ εлогист.] / 100, (10.96) 
где q – процент вносимых промахов, εГаусс – нормально распределенная погрешность с 
нулевым средним и стандартным отклонением σГаусс, εлогист. – погрешность, описывае-
мая функцией плотности логистического распределения с нулевым средним [332]  

 
[ ]2логист

логист

)/ε(exp1
)/ε(exp);0(
kk

kkh
+⋅

= , (10.97) 

где k – масштабный параметр. Он связан со стандартным отклонением σлогист соотно-
шением 
 σлогист = k ⋅ π / 31/2 = 1.81 ⋅ k. (10.98) 
Эксцесс функции плотности логистического распределения γ2 = 1.2. Графики функций 
плотности стандартного нормального распределения ϕ(0, σГаусс=1) и логистического 
распределения h(0, k = 1) представлены на рис. 10.3. 
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Рис. 10.3. Функции плотности нормального ϕ(0; σГаусс = 1) и логистического 

h(0; k = 1) распределений. 
 
Задавая σГаусс = σлогист = 0.01; 0.05 или 0.10; q = 0; 20; 50 или 100 %, получили 12 

вариантов данных. Примеры внесенных погрешностей и модельные величины светопо-
глощений приведены на рис. 10.4 и 10.5. На рисунках данные упорядочены в соответ-
ствии с номерами аналитических позиций (для каждой позиции выполнено по 21 изме-
рению). 

Общий уровень нормально распределенных погрешностей (задано q = 0), выше, 
чем у подчиняющихся логистическому распределению (q = 100 %), но в последнем 
случае выпадающие измерения обнаруживаются даже визуально. Очевидно, что эти 
точки будут оказывать пагубное влияние на свойства МНК-оценок. 

По возмущенным погрешностями данным рассчитывали логарифмы констант 
равновесия реакций (9.147) и (9.148) и молярные коэффициенты поглощения комплек-
сов αli (точные значения lg K1 = -4.78; lg K2 = -5.95). При расчетах априорную интенсив-
ность грубых ошибок δ задавали равной 0 (метод наименьших квадратов), 20 %, 50 % и 
100 % (метод наименьших модулей). Результаты расчетов приведены в табл. 10.2 и на 
рис. 10.6 – 10.8. 
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Рис. 10.4. Погрешности, внесенные в рассчитанные величины светопоглощений при 

σГаусс = σлогист = 0.1. 
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Рис. 10.5. Величины светопоглощений: точные (линия) и с внесенными 

погрешностями при σГаусс = σлогист = 0.1. 
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Таблица 10.2. Результаты расчета по засоренным данным параметров -lg K1  (верхняя 
строка) и -lg K2 (нижняя строка)  

Обработка для априорной интенсивности грубых промахов δ = 0 (МНК) 

Внесенная доля грубых промахов q, % σГаусс, 
σлогист 0 20 50 100 
0.01 4.80 (0.04) 

5.96 (0.03) 
4.78 (0.03) 
5.97 (0.03) 

4.74 (0.03) 
5.99 (0.02) 

4.68 (0.04) 
6.01 (0.035) 

0.05 4.66 (0.20) 
5.61 (0.27) 

4.69 (0.17) 
5.69 (0.21) 

4.72 (0.14) 
5.76 (0.17) 

4.71(0.17) 
5.84 (0.20) 

0.10 4.77 (0.25) 
13.4 (500) 

4.87 (0.21) 
13.6 (4000) 

4.98 (0.19) 
6.76 (0.50) 

5.25 (0.35) 
6.30 (0.56) 

 

Обработка для априорной интенсивности грубых промахов δ = 20 % 
Внесенная доля грубых промахов q, % 

σГаусс, 
σлогист 

0 20 50 100 

0.01 4.80 (0.05) 
5.95 (0.04) 

4.77 (0.03) 
5.95 (0.03) 

4.75 (0.02) 
5.96 (0.02) 

4.69 (0.04) 
6.02 (0.04) 

0.05 4.74 (0.26) 
5.53 (0.35) 

4.76 (0.18) 
5.77 (0.24) 

4.78 (0.15) 
5.67 (0.18) 

4.55 (0.16) 
5.97 (0.18) 

0.10 4.89 (0.42) 
6.66 (0.75) 

4.79 (0.30) 
6.64 (0.56) 

4.80 (0.24) 
6.45 (0.39) 

4.90 (0.56) 
6.15 (0.58) 

 

Обработка для априорной интенсивности грубых промахов δ = 50 % 

Внесенная доля грубых промахов q, % 
σГаусс, 
σлогист 

0 20 50 100 

0.01 4.81 (0.05) 
5.95 (0.04) 

4.76 (0.03) 
5.96 (0.03) 

4.75 (0.02) 
5.96 (0.02) 

4.69 (0.04) 
6.03 (0.04) 

0.05 4.77 (0.29) 
5.49 (0.38) 

4.75 (0.18) 
5.80 (0.25) 

4.79 (0.16) 
5.66 (0.19) 

4.55 (0.16) 
5.98 (0.18) 

0.10 4.90 (0.43) 
6.60 (0.74) 

4.79 (0.31) 
6.61 (0.57) 

4.82 (0.25) 
6.44 (0.40) 

4.89 (0.57) 
6.16 (0.59) 

 

Обработка для априорной интенсивности грубых промахов δ = 100 % (МНМ) 

Внесенная доля грубых промахов q, % 
σГаусс, 
σлогист 

0 20 50 100 

0.01 4.80 (0.05) 
5.95 (0.05) 

4.76 (0.04) 
5.95 (0.03) 

4.75 (0.03) 
5.95 (0.02) 

4.69 (0.05) 
6.02 (0.04) 

0.05 4.78 (0.32) 
5.49 (0.43) 

4.76 (0.20) 
5.83 (0.27) 

4.78 (0.16) 
5.77 (0.20) 

4.61 (0.18) 
5.91 (0.20) 

0.10 4.75 (0.39) 
6.55 (0.68) 

4.82 (0.32) 
6.58 (0.58) 

4.77 (0.26) 
6.40 (0.40) 

4.89 (0.58) 
6.17 (0.61) 
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Рис. 10.6. Зависимость оценок lg K1 и lg K 2  от доли грубых промахов (q) в 
возмущающих погрешностях (σГаусс = σлогист = 0.01). 

 Здесь и на рис. 10.7, 10.8: 
1 – расчет параметров методом наименьших квадратов,  
2 – М-оценки, полученные для априорной интенсивности грубых промахов δ = 20 %, 
3 – М-оценки, полученные для априорной интенсивности грубых промахов δ = 50 %, 
4 – расчет методом наименьших модулей (δ → 100 %). 
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Рис. 10.7. Зависимость оценок lg K1 и lg K 2  от доли грубых промахов (q) в 

возмущающих погрешностях (σГаусс = σлогист = 0.05). 
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Рис. 10.8. Зависимость оценок lg K1 и lg K 2  от доли грубых промахов (q) в 

возмущающих погрешностях (σГаусс = σлогист = 0.10). 
 

Таким образом, имитационное моделирование подтвердило, что М-оце-
нки Хьюбера ближе к точным значениям параметров, чем оценки МНК. Ин-
тересно, что этот феномен наблюдается даже при обработке данных, в кото-
рые были внесены лишь нормально распределенные погрешности (рис. 10.7 
и 10.8). М-оценивание восстанавливает значения параметров, близкие к мо-
дельным, даже при высокой степени засорения данных, хотя при 100 %-ном 
засорении данных логистически распределенными погрешностями М- и, тем 
более, МНК-оценки довольно далеки от модельных значений. 

ГЛАВА 11. ОБЩАЯ СТРАТЕГИЯ ПОСТРОЕНИЯ И 
АПОСТЕРИОРНОГО ИССЛЕДОВАНИЯ МОДЕЛИ 

ХИМИЧЕСКИХ РЕАКЦИЙ 

Опасна насильственная и бессмысленная 
математизация «слаборазвитых» научных 
областей. Но сколь плодотворно исследо-
вание математических моделей, отвечаю-
щих сути дела! 

Г.С. Яблонский, С.И. Спивак 

Настоящая глава демонстрирует достоинства робастного оценивания и других 
методов анализа данных при анализе результатов реальных исследований, выполнен-
ных наиболее распространенными экспериментальными методами. На этой основе обо-
снована общая стратегия анализа первичных данных КФХА. Чтобы облегчить восприя-
тие рассмотренных ниже примеров, кратко суммируем их содержание: 
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Раз-
дел 

Объект и метод 
исследования 

Недостатки традиционных 
подходов, включая МНК-
оценивание параметров  

Какие свойства алгоритма 
CLINP 2.1 и М-оценок Хью-
бера выявлены 

11.1 м-аминобензойная 
кислота, многовол-
новая спектрофо-
тометрия 

Для данных, описываемых «мо-
делью грубых промахов», оцен-
ки МНК недостоверны 

1. Высокое значение выборочного 
эксцесса γ2 – признак необходимости 
робастного оценивания. 
2. М-оценки стабилизируются при 
назначении δ ≥20 %.  

11.2 N-бензоил-N-фе-
нилгидроксиламин, 
привитый на повер-
хность кремнезема 
рН-метрия 

 3. М-оценки нечувствительны к варь-
ированию свойства, аппроксимируе-
мого моделью. 

11.3 Cd(II)–ПАР, 
многоволновая 
спектрофотометрия 

При выраженной мультиколли-
неарности параметров и в от-
сутствие средств диагностики 
вероятно получение недостове-
рных оценок констант устойчи-
вости 

4. Для диагностики избыточных мо-
делей обязательно исследование 
а) коэффициентов корреляции пара-
метров и б) результатов сингуляр-
ного разложения матрицы Якоби. 

11.4.1 
11.4.2 

Pt(OH)4, Cu(OH)2, 
растворимость 

 5. При распределениях погрешностей 
с хвостами, более короткими, чем у 
нормального, МНК- и М-оценки сов-
падают. 

11.4.3 Au(OH)3, 
растворимость 

Для данных, описываемых «мо-
делью грубых промахов», оцен-
ки МНК недостоверны 

6. При большом эксцессе распреде-
ления невязок необходимо сканиро-
вание по δ от 0 до 100 %, М-оценки 
могут стабилизироваться лишь при 
δ ≥ 80 %. 

11.4.4 Sb(OH)3, 
растворимость 

Проверка адекватности модели 
по глобальным и локальным 
критериям не вскрывает ее не-
совершенства, связанного с неу-
дачным планированием экспе-
римента (наличием в плане то-
чек разбалансировки). 

7. Для обнаружения точек разбалан-
сировки в плане эксперимента и 
риск-параметров необходима перек-
рестная оценка достоверности  моде-
ли (кросс-валидация). 
9. Дисперсия кросс-оценивания мо-
жет служить критерием дискримина-
ции моделей. 

11.1. Робастная параметрическая идентификация модели 
равновесий в растворах м-аминобензойной кислоты  

м-Аминобензойная кислота (HQ) – амфолит с близкими константами диссоциа-
ции соответствующих сопряженных кислот. В работе [380] приведены результаты спе-
ктрофотометрического исследования равновесий в водных растворах HQ. Авторы [380] 
измеряли при 25 оС светопоглощения в ультрафиолетовом диапазоне растворов HQ с 
концентрацией t(HQ) = 1.312⋅10-4 моль/л и различных значениях рН (табл. 11.1). В за-
висимости от использованных расчетных методов получали отличающиеся оценки 
констант равновесия реакций 

 HQ + H+ 
HK

= H2Q+, (11.1) 

 HQ 
aK

= Q- + H+ (11.2) 
2.8 ≤ lg KH ≤ 3.3; 4.45 ≤ pKa ≤ 4.8 [380]. Разброс полученных значений связан как с бли-
зостью lg KH и pKa, так и с отличием в 4 – 40 раз максимальных величин светопоглоще-
ния для изученных длин волн (табл. 11.1). Информацию о законе распределении экс-
периментальных погрешностей авторы [380] не приводят1. 
                                                 
1  Согласно Н.П. Комарю и В.П. Самойлову [381], экспериментальные погрешности сильно меняются в зависи-
мости как от используемого прибора, так и от величин измеряемых светопоглощений. 
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Таблица 11.1. Величины светопоглощений растворов м-аминобензойной кислоты 

 
Длина волны, нм рН 

раствора 206 241 273 280 298 
6.16 2.952 0.702 0.080 0.239 0.119 
5.94 2.931 0.700 0.078 0.230 0.116 
5.67 2.892 0.69 0.075 0.223 0.112 
5.40 2.847 0.669 0.072 0.216 0.109 
5.27 2.799 0.654 0.070 0.209 0.104 
5.09 2.715 0.630 0.068 0.197 0.098 
4.92 2.610 0.600 0.065 0.185 0.092 
4.75 2.457 0.570 0.063 0.156 0.084 
4.59 2.316 0.540 0.061 0.154 0.077 
4.42 2.145 0.501 0.058 0.136 0.07 
4.29 1.965 0.465 0.045 0.120 0.062 
4.10 1.761 0.420 0.044 0.100 0.054 
3.91 1.578 0.390 0.044 0.085 0.049 
3.75 1.443 0.360 0.044 0.074 0.045 
3.6 1.335 0.339 0.057 0.064 0.045 

3.44 1.236 0.315 0.059 0.056 0.046 
3.29 1.137 0.291 0.062 0.047 0.047 
3.16 1.050 0.27 0.066 0.040 0.051 
2.99 0.921 0.237 0.073 0.030 0.057 
2.83 0.870 0.225 0.077 0.025 0.060 
2.68 0.798 0.201 0.081 0.020 0.065 
2.50 0.720 0.180 0.086 0.013 0.069 
2.40 0.690 0.168 0.088 0.011 0.071 
2.17 0.630 0.150 0.092 0.006 0.075 
1.96 0.591 0.138 0.095 0.002 0.078 
1.77 0.567 0.134 0.096 0.002 0.079 

Данные табл. 11.1 обработали по программе CLINP 2.1, рассчитывая lg KH, pKa и 
молярные коэффициенты поглощения химических форм H2Q+, HQ и Q- [367]. Приме-
няли модель погрешностей, в которой средние квадратические отклонения светопо-
глощений σA = 10-2, а статистические веса всех измерений wlk = 104. 

Задав процент грубых выбросов δ = 0, нашли МНК-оценки (табл. 11.2, рис. 11.1). 
Значения статистик χ2

эксп, ∆ , ∆~  указывают на адекватность модели эксперименту. 
Вместе с тем, выборочный эксцесс распределения взвешенных невязок γ2 = 1.88, т.е. 
хвосты распределения намного тяжелее, чем у распределения Гаусса. 

Варьируя процент грубых выбросов δ, повторили процедуру параметрической 
идентификации (табл. 11.2, рис. 11.1). Начиная с δ = 20 %, оценки параметров и γ2 ста-
билизируются; можно принять М-оценки lg KH = 2.93±0.01; pKa = 4.425±0.005. Заметим, 
что в указанные интервалы МНК-оценки параметров не попадают. Рассчитанные мо-
лярные коэффициенты поглощения реагентов приведены в табл. 11.3.  
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Рис. 11.1.  Зависимость lg КH, рКа и выборочного эксцесса γ2 от значения параметра δ. 

Здесь и далее вертикальными отрезками отмечены 90 %-ные доверительные 
интервалы Бонферони параметров. 

Таблица 11.2. Результаты моделирования равновесий м-аминобензойной кислоты 
Параметр δ, % 

lg KH pKa ∆  ∆~  A~  γ2 f χ2
эксп )05.0(χ2

f
 

0 2.893 4.376 -1⋅10-14 0.51 0.26 1.88 113 67.5 138.8 
5 2.898 4.393 -0.03 0.49 0.51 3.94 43 27.9 59.3 

10 2.905 4.399 -0.03 0.48 0.63 4.63 39 26.5 54.6 
20 2.919 4.417 -0.03 0.48 0.39 6.54 30 23.3 43.8 
30 2.924 4.419 -0.03 0.48 0.34 7.13 29 23.8 42.6 
40 2.929 4.421 -0.02 0.47 0.30 7.33 28 23.6 41.3 
50 2.931 4.423 -0.02 0.47 0.25 7.40 28 23.9 41.3 
60 2.933 4.424 -0.02 0.47 0.21 7.45 28 24.1 41.3 
70 2.934 4.425 -0.02 0.47 0.17 7.48 28 24.3 41.3 
80 2.935 4.426 -0.01 0.47 0.14 7.49 27 23.5 40.1 
90 2.936 4.426 -0.01 0.47 0.12 7.51 27 23.6 40.1 
99 2.937 4.426 0.002 0.47 0.10 7.60 27 23.65 40.1 
Здесь и далее: A~  – выборочный коэффициент асимметрии распределения взвешен-
ных невязок ξlk; f – число степеней свободы, исправленное при δ > 0 по формуле 
(10.89); )α(χ2

f  – 100α-процентная точка распределения χ2 для числа степеней сво-
боды f. 

Таблица 11.3. Молярные коэффициенты поглощения форм м-аминобензойной 
кислоты, рассчитанные при δ = 20 % 

Химическая форма Длина волны, нм 
H2Q+ HQ Q- 

206 3940 (20) 9490 (45) 22970 (11) 
241 930 (10) 2450 (15) 5340 (8) 
273 790 (11) 300 (11) 576 (8) 
280  -6 (10) 370 (12) 1760 (8) 
298 650 (10) 190 (10) 880 (8) 

Изучение локальных критериев адекватности (рис. 11.2) показывает наличие в 
плане эксперимента нескольких областей со взвешенными невязками |||| 2/1

klklkl w ∆⋅=ξ , 
существенно превосходящими средний уровень экспериментальных погрешностей. 
Можно заключить, что массив обработанных данных действительно содержит прома-
хи, а робастное оценивание в данном случае обязательно. 
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Рис. 11.2. Локальные критерии адекватности для модели равновесий в растворах 

м-аминобензойной кислоты. Расчет для δ = 20 %. 

11.2. Моделирование протолитических равновесий N-бензоил-
N-фенилгидроксиламина, ковалентно закрепленного на 
поверхности кремнезема, по данным рН-метрического 

титрования 

При исследовании равновесий с участием реагентов, закрепленных на поверхно-
сти кремнезема, возникают трудности, связанные с низкой поверхностной концентра-
цией привитых реагентов и химической неоднородностью КХМК. В этом случае даже 
небольшие погрешности в первичных экспериментальных данных способны повлечь за 
собой построение неправильных моделей. Мы полагаем, что для таких объектов особое 
значение приобретают методы анализа данных и, в частности, робастная параметриче-
ская идентификация. 

К указанным объектам принадлежат кремнеземы, химически модифицированные 
N-бензоил-N-фенилгидроксиламином (БФГА, HQ) [382, 383]. БФГА – важный анали-
тический реагент, образующий прочные металлокомплексы и применяемый при экс-
тракционно-фотометрическом определении ионов металлов [384–386]. Чтобы выбрать 
оптимальные условия аналитического применения сорбентов SiO2-БФГА, необходима 
информация о протолитических свойствах закрепленного БФГА. При исследовании 
протолитических свойств SiO2–БФГА [367, 383, 387] выявилась потребность в робаст-
ном оценивании. 

Рассмотрим характерный пример – моделирование протолитических равновесий 
с участием БФГА, закрепленного на поверхности аэросила А-175 в концентрации 0.21 
ммоль/г: 

O Si NH C

O

C

O

N

OH
 

Протолитические свойства БФГА изучали методом pH-метрического титрования 
водных суспензий сорбентов раствором KOH при (20±1)°С в присутствии фонового 
электролита KCl (0.75 моль/л) (рис. 11.3) 
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Рис. 11.3. Кривая рН-метрического титрования суспензии SiO2-БФГА (навеска 

0.910 г) в 25 мл водного раствора KCl раствором KOH с концентрацией 
0.0410 моль/л. 

 
Результаты титрования интерпретировали в рамках модели химических реакций. 

Поиск адекватной модели начали с простейшей гипотезы о реакциях привитых групп: 
учитывали лишь диссоциацию групп БФГА 

 KQH=HQK ++ ++ aK
, (11.3) 

где К+ – катион фонового электролита KCl,  линией над формулой отмечены закреплен-
ные реагенты, Ka – смешанная константа диссоциации привитых групп. В качестве 
свойства, аппроксимируемого моделью, выбрали h = 10-pH. Назначая статистические 
веса, принимали относительное стандартное отклонение sr(h) = 30 %, что соответствует 
погрешности определения рН 0.13. Единственной реакции (11.3) оказалось недоста-
точно для адекватного описания экспериментальных данных: при оценке интенсивнос-
ти грубых промахов δ = 0 получено: lg Ka = -7.105 (slgK = 0.06); глобальные критерии 
адекватности: χ2

эксп = 42.6 > )005.0(χ 2
16=f  = 34.0, ∆  = 0.76, ∆~  = 1.33,  A~  = 0, γ2 = -1.5; 

взвешенные невязки ξk = wk
1/2⋅(hk

вычислено- hk
эксп) велики и носят неслучайный характер 

(рис. 11.4). Модель нуждается в пополнении.  

0 0.5 1.0 1.5 2.0
-4.0

-3.5

-3.0

-2.5
HQ

Q-

lg [Li]

V(KOH), мл

-4

-3

-2

-1

0

1

2BA
ξk

 
Рис. 11.4. Результаты испытания пробной модели равновесий с участием привитых 
групп БФГА. Здесь и на рис. 11.5, 11.7 точки – взвешенные невязки ξk, линии – лога-

рифмы равновесных молярных концентраций реагентов. 
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Во всех точках кривой титрования преобладающими компонентами были K+, HQ 
и KQ. Химическая форма H+, измерение активности которой обеспечивает рН-метри-
ческий метод, является продуктом реакции между преобладающими компонентами  

 νH,HQ
 HQ  + νH,KQ KQ  + νH,K K+= H+, (11.5) 

где νH,HQ
 = 1, νH,KQ = -1, νH,K = 1. Чтобы компенсировать большие невязки, в модель сле-

дует ввести такую химическую форму Lnew – продукт реакции между преобладающими 
компонентами 

 νnew,HQ
 HQ  + ν new,KQ KQ  + ν new,K K+ = Lnew, (11.6) 

что знаки сумм 

 

][K

ν
[KQ]

ν
[HQ]

ν
][K

νν
[KQ]

νν
[HQ]

νν

K,KQ,HQ,

KH,K,KQH,Q,HQH,HQ,

+

+

+−=

=
⋅

+
⋅

+
⋅

=

newnewnew

newnewnewG

 (11.7) 

будут совпадать со знаками исправляемых невязок ξk (см. уравнение (9.27)). На 
рис. 11.4 вертикальная линия делит кривую титрования на области А и В. В первой не-
вязки ξk < 0, [HQ] > [KQ], во второй – ξk > 0, [HQ] < [KQ]. Очевидно, что и положи-
тельные, и отрицательные невязки компенсирует пополнение модели реакцией, в кото-
рой коэффициенты νnew,HQ и νnew,KQ

 равны и положительны. Простейшее решение – их 
приравнять единице, а νnew,K – нулю, т.е. дополнить модель реакцией гомосопряжения 
привитых групп  

 2KHQKQHQ
ГK

=+    (Lnew), (11.8) 

где KГ – концентрационная константа равновесия реакции гомосопряжения. Модель с 
реакциями (11.3) и (11.8) значительно лучше описывала экспериментальные данные 
(рис. 11.5). 

ξout
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Рис. 11.5 Характеристики дополненной модели равновесий (расчет для δ = 0).  

 
Меняя априорную интенсивность грубых выбросов δ в интервале 0 – 100 %, рас-

считали параметры новой модели (табл. 11.4, рис. 11.6). Начиная с δ = 20 %, значения 
γ2 и искомых параметров стабилизируются. В качестве робастных оценок можно при-
нять -lg Kа = 7.03±0.01; lg KГ = 2.94±0.025. Заметим, что в доверительный интервал 
lg KГ МНК-оценка этого параметра не входит. 
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Рис. 11.6. Зависимость lg Ka, lg KГ и выборочного эксцесса γ2 от значения  δ при пара-

метрической идентификации модели равновесий с участием групп БФГА. 
 

Таблица 11.4. Результаты параметрической идентификации модели равновесий с 
участием привитых групп БФГА 

Параметр δ, % 
-lg Kа lg KГ A~  γ2 f χ2

эксп )05.0(χ2
f

 

0 7.036 2.803 2.30 3.29 15 14.6 25.0 
10 7.028 2.907 4.73 5.47 4 4.28 9.49 
20 7.032 2.915 4.96 5.66 4 4.30 9.49 
30 7.035 2.926 5.23 5.89 4 4.36 9.49 
50 7.039 2.934 5.41 6.04 4 4.39 9.49 
70 7.043 2.955 5.70 6.31 4 4.52 9.49 
90 7.042 2.966 5.74 6.36 4 4.61 9.49 
99 7.042 2.965 5.74 6.35 4 4.62 9.49 
0* 7.025±0.02 2.95±0.03 0.12 -1.17 14 4.22 23.7 

* Обработка массива данных после исключения первого измерения. 
 
Локальные критерии адекватности (рис. 11.5) указывают на единственный про-

мах – первое измерение. Отбросив его из массива данных, нашли МНК-оценки пара-
метров. Оказалось, что они совпадают с робастными, найденными по полному массиву 
данных (табл. 11.4), а качество аппроксимации экспериментальных данных моделью 
вполне удовлетворительное (рис. 11.7). 

Кросс-валидация подтвердила заключение, что измерение в первой точке под-
вержено воздействию грубого промаха: наибольшая невязка кросс-валидации получена 
именно в первой точке кривой титрования: d1 = 3.68, а все остальные невязки dk по аб-
солютной величине не превышают 1.2. 

Мы рассчитали [383] также МНК-оценки, соответствующие минимуму критерия 

 U = ∑
=

−
N

k
kkk

1

2)pHHp(ω
)

. (11.9) 

Статистические веса ωk в (11.9) назначали согласно модели погрешностей, в ко-
торой стандартное отклонение s(pH) = 0.13. Минимизация критерия (11.9) соответству-
ет гипотезе о логарифмически нормальном распределении погрешностей величин 
h = 10-pH. 
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Рис. 11.7 Характеристики модели после исключения из набора данных первого 

измерения. Расчет для δ = 0. 

Полученные МНК-оценки -lg Kа = 6.96±0.03; lg KГ = 2.75±0.10 далеки от М-оце-
нок. Исключение первого измерения из массива данных привело к таким значениям па-
раметров: -lg Kа = 7.045±0.03; lg KГ = 2.99±0.08. Эти значения уже совпадают с М-оцен-
ками, найденными для полного набора данных, и согласуются с МНК-оценками, полу-
ченными минимизацией критерия 

 U = ( )∑
=

−
N

k
k hhw

1

2экспвыч , (11.10) 

по данным с исключенным выбросом (табл. 11.4). 
Полученный результат представляется весьма важным: он демонстрирует высо-

кую устойчивость М-оценок Хьюбера не только к засорению данных промахами, но и к 
варьированию свойств равновесной системы, аппроксимируемых моделью. 

11.3. Комплексообразование Cd(II) с ПАР: испытание методов 
борьбы с мультиколлинеарностью параметров 

До настоящего времени в литературе дискутируется ряд гипотез о составе и ус-
тойчивости комплексов Cd2+ с пиридил-(2-азо-4)резорцином (ПАР, H2L) [250, 388, 
389]. В работе [250] приведены данные о светопоглощениях водных растворов с общи-
ми концентрациями t(Cd2+) = 0.048 моль/л, t(H2L) = 2⋅10-5 моль/л при 2.71 < рН < 7.48 и 
одиннадцати длинах волн в интервале 365 – 555 нм (часть данных представлена на рис. 
11.8). 

Данные [250] обработали по программе CLINP 1.0 [252] и получили адекватное 
описание эксперимента при учете в модели трех видов комплексов Cd(II) с ПАР при 
искомых параметрах: 

 ( )+−+ +=+ H4CdLLH2Cd lg 2
22

2
1K  = -9.07 (0.15), (11.11) 

 ( )+−+ +=+  H3CdLHLL H2Cd lg 2
2

2K  = -2.45 (0.15), (11.12) 

  ( )++ +=+ H 2Cd(HL)LH 2CdK lg 22
2

3  = 1.06 (0.17). (11.13) 

При проверке адекватности по критерию χ2 (уровень значимости α = 0.5 %) мо-
дель признана адекватной эксперименту. Для комплекса −2

2CdL  максимум светопогло-

щения ( max
CdL2

2
α − = 63300 л⋅моль-1⋅см-1) наблюдается при 495 нм, что согласуется с лите-

ратурными данными [388]. 
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Рис. 11.8. Светопоглощения растворов Cd(II) и ПАР при различных рН. 

Располагая программой CLINP 2.1, мы вновь обратились к данным работы [250] 
и повторно рассчитали значения параметров lg K1, lg K2 и lg K3. При оценке погрешно-
сти измерения светопоглощений σ(А) = 0.005 и α = 5 % модель признана адекватна экс-
перименту, поскольку выполняется неравенство 
 2

экспχ  = 163.6 < (0.05)χ2
137  = 165.3. (11.14) 

Использование новой версии программы привело к значительному – более чем на еди-
ницу – изменению оценок lg K1, lg K2 и lg K3 (табл. 11.5). Понять причину неустойчи-
вости оценок и пересмотреть структуру модели помогло исследование коэффициентов 
корреляции параметров (табл. 11.6) и результатов сингулярного разложения матрицы 
Якоби J = || iklA βlg/ ∂∂ ||. Значения коэффициентов rij, Ri и sij свидетельствуют о высо-
кой коррелированности параметров. При сингулярном разложении матрицы J выясни-
лось, что ее сингулярные числа κi отличаются весьма значительно: κ1 : κ2 : κ3 = 
= 1 : 0.041 : 4.6⋅10-4. Столбцы матрицы V, соответствующие наименьшему сингулярно-
му числу, указывают на плохо разрешимую комбинацию искомых параметров: 
 X = 1.000⋅∆lg K1 + 0.999⋅∆lg K2 + 1.000⋅∆lg K3. (11.14) 
Согласно (11.14), изменение подгоночных параметров на одинаковую величину практи-
чески не влияет на значение критериальной функции; наблюдается почти строгая муль-
тиколлинеарность [286] параметров, и, следовательно, точно оценить можно только две 
независимые переменные модели. Пересмотрев структуру модели, рассчитывали значе-
ние lg K1, а также, вместо lg K2 и lg K3, параметры )CdLHLH(CdLlg 2

2
*
2

++− =+K  и 

)Cd(HL)H(CdLHLlg 2
*
3 =+ ++K . В отличие от lg K2 и lg K3, величины *

2lg K  и *
3lg K  уда-

ется найти с высокой точностью (табл. 11.5). 
Таблица 11.5. Результаты моделирования 

равновесий в системе Cd2+ – ПАР 
Параметр Значение 

lg K1  -7.99 (0.23) 
lg K2 -1.37 (0.23) 
lg K3 2.045 (0.24) 

*
2lg K  6.61 (0.01) 
*
3lg K  3.42 (0.05) 

A~  0.47 
γ2 0.43 
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Таблица 11.6. Коэффициенты корреляции параметров в исходной и 
модифицированной моделях комплексообразования Cd2+ c ПАР 

Параметры исходной модели 
 

Параметры 
модифицированной модели 

Коэффициенты 
корреляции 

lg K1 lg K2 lg K3 lg K1 *
2lg K  *

3lg K  
Множественные 

(Ri) 
0.998 0.999 0.98 0.09 0.31 0.31 

 
Общие (sij) 

 

1 
0.998 
0.97 

 
1 

0.98 

 
 

1 

1 
-0.07 
-0.07 

 
1 

0.30 

 
 

1 
 

Частные (rij) 
-1 

0.97 
-0.30 

 
-1 

0.51 

 
 

-1 

-1 
-0.06 
-0.05 

 
-1 

0.30 

 
 

-1 

11.4. Исследование гидролитических равновесий Pt(IV), 
Au(III), Sb(III), Cu(II): условия перехода к робастному 
оцениванию и перекрестная оценка достоверности 

Измерение растворимости гидроксидов металлов (А, моль/л) в зависимости от рН 
растворов – один из основных методов исследования мономерного гидролиза ионов 
металлов. В гетерогенных гидролитических системах мономерному гидролизу сопутст-
вуют такие процессы, как гидролитическая полимеризация в твердой фазе, образование 
полиядерных гидроксокомплексов в растворах, окислительно-восстановительные реак-
ции [390]. Как правило, велико время, необходимое для достижения равновесия в гете-
рогенных системах. Можно предположить, что уровень экспериментальных погрешно-
стей в методе растворимости будет высоким, а данные могут быть засорены прома-
хами. 

В работе [390] приведены результаты изучения гидролитических равновесий 
Pt(IV), Au(III), Sb(III), Cu(II) по данным о растворимости гидроксидов в зависимости от 
рН растворов (рис. 11.9). В качестве исходных фаз использовали: для Pt(IV), Sb(III) – 
водные оксиды; для Au(III) – свежеосажденный водный оксид золота (III); для Cu(II) – 
свежеосажденный гидроксид меди(II). Эксперименты выполняли при 25 оС, ионной 
силе раствора 0.1 моль/л (NaClO4) при экспозиции до 40 суток. 
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Рис. 11.9. Зависимость lg A от рН для гидроксидов Au(III), Cu(II), Pt(IV) и Sb(III). 
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Определение состава и констант устойчивости гидроксокомплексов по данным о 
растворимости гидроксидов основано на том, что измеряемая растворимость представ-
ляет собой линейную комбинацию равновесных концентраций металлосодержащих 
химических форм в растворе. Если гидроксид M(OH)n участвует в реакциях (заряды 
комплексов опущены) 
 z M(OH)n ↓ + j H+ = Mz(OH)y + j H2O; y = z⋅n -j, (11.15) 
то растворимость 

 ∑ ∑ ⋅⋅=⋅=
yz yz

j
Syzyz aKzzA

, ,
H](OH)M[ , (11.16) 

где KSyz – смешанная константа равновесия реакции (11.15), aH = 10-рН – оценка актив-
ности ионов Н+ в растворе. Пренебрегая вкладом в растворимость полиядерных ком-
плексов (это допустимо при малых общих концентрациях ионов металлов в растворе), 
формулу (11.16) можно переписать в виде 
 ∑ ∑ ⋅==

y y

j
Syy aKA H]M(OH)[ . (11.17) 

По экспериментальным данным строят зависимость lg A от рН. Если на этой зависимо-
сти обнаруживают линейные участки, то делают вывод о том, что в широком интервале 
рН в сумме (11.17) доминирует одно слагаемое, и для этих участков, пользуясь соотно-
шением 
 lg A ≈ lg KSy - j ⋅ pH, (11.18) 
находят коэффициент j (а, значит, и стехиометрический состав гидроксокомплекса) и 
значение lg KSy. В дальнейшем полученные значения lg KSy уточняют при компьютер-
ном расчете констант равновесия. 

Такую процедуру использовали при обработке данных [367] о растворимости 
гидроксидов Au(III), Cu(II), Pt(IV) и Sb(III), а найденные по графикам зависимости lg A 
от pH значения lg KSy в дальнейшем уточняли по программе CLINP 2.1. При расчетах 
статистические веса задавали как 
 wk = 1/ {sr(A) ⋅ Ak}2, (11.19) 
где sr(A) – оценка относительного среднего квадратического отклонения А. 

11.4.1. Гидролитические равновесия Cu(II) 
По данным о растворимости Cu(OH)2 рассчитывали параметры 

lg KS1(Cu(OH)2↓ + H+ = CuOH+ + H2O) и lg KS2(Cu(OH)2↓ = Cu(OH)2,р-р). Принимали, что 
растворимость измерена с относительной погрешностью 10 % (sr(A) = 0.10). МНК-оце-
нивание (задана вероятность грубых промахов δ = 0) привело к величине выборочного 
эксцесса взвешенных невязок γ2 = -0.93. Это означает, что хвосты распределения невя-
зок ξk короче, чем у нормального распределения, а М-оценки не имеют преимуществ по 
сравнению с МНК-оценками. Действительно, варьирование δ 0 до 100 % не приводило 
к изменению lg KS1 и lg KS2 (табл. 11.7, рис. 11.10). 

Таблица 11.7. Результаты моделирования гидролитических равновесий Сu(II)  
Параметр δ, % 

lg KS1 lg KS2 A~  γ2 f χ2
эксп )05.0(χ2

f
 

0 1.884 -5.553 0.36 -0.93 8 9.5 15.5 
10 1.881 -5.555 0.37 -0.94 12 15.2 21.0 
30 1.870 -5.561 0.40 -0.96 13 16.3 22.4 
50 1.866 -5.562 0.43 -0.97 13 16.8 22.4 
70 1.866 -5.562 0.43 -0.98 13 16.9 22.4 
90 1.865 -5.561 0.44 -0.98 13 16.9 22.4 
99 1.863 -5.562 0.44 -0.99 13 17.3 22.4 
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Рис. 11.10. Зависимость логарифмов констант равновесия реакций с участием 

Cu(OH)2 и выборочного эксцесса распределения невязок γ2 от значения δ. 

11.4.2. Гидролитические равновесия Pt(IV) 
Вывод о совпадении МНК- и М-оценок при низких значениях γ2 подтверждается 

и при анализе данных о растворимости Pt(OH)4. Обрабатывая зависимость A от рН, 
принимали среднее относительное квадратическое отклонение sr(A) = 0.25 и рассчита-
ли МНК-оценки четырех параметров: 

lg KS3(Pt(OH)4↓ + H+ = Pt(OH)3
+ + H2O) = -2.76±0.11; 

lg KS4(Pt(OH)4↓ = Pt(OH)4,p-p) = -6.19±0.08; 

lg KS5(Pt(OH)4↓ + H2O = Pt(OH)5
- + H+) = -13.1±0.4; 

lg KS6(Pt(OH)4↓ + 2 H2O = Pt(OH)6
2- + 2 H+) = -20.23±0.20. 

Построенная модель адекватна эксперименту: 

 ;09.1γ;36.0~;96.0~;28.0 2 −===∆=∆ A  (11.20) 

 χ2
эксп = 13.4 < )05.0(χ 2

8 =α=f = 15.5. (11.21) 

Варьирование априорной интенсивности грубых промахов δ практически не 
влияет на величины рассчитанных констант равновесия (рис. 11.11). 

11.4.3. Гидролитические равновесия Au(III) 
Cудя по зависимости растворимости Au(OH)3 от рН (рис. 11.9), можно предполо-

жить образование в растворе комплексов [Au(OH)2]+, Au(OH)3,p-p и [Au(OH)4]-. Полагая 
sr(A) = 0.5, рассчитывали следующие параметры: 

lg KS2(Au(OH)3↓ + H+ = [Au(OH)2]+ + H2O);  

lg KS3(Au(OH)3↓ = Au(OH)3,p-p); 

lg KS4(Au(OH)3↓ + H2O = [Au(OH)4]- + H+). 
При δ = 0 получено значение γ2 = 0.87, что служит признаком длинных хвостов у 

распределения взвешенных невязок ξk. Параметрическая идентификация модели при 
различных значениях δ (табл. 11.8) показала, что γ2, lg KS2, lg KS3 и lg KS4 стабилизиру-
ются лишь при δ ≥ 80 %, а МНК-оценки параметров lg KS3 и lg KS4 не попадают в дове-
рительные интервалы М-оценок (табл. 11.8, рис. 11.12). В качестве окончательных при-
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няты значения параметров: lg KS2 = -4.77±0.08; lg KS3 = -7.64±0.03; lg KS4 = -14.68±0.15. 
В данном случае применение М-оценок обязательно. 
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Рис. 11.11. Зависимость логарифмов констант равновесия реакций с участием Pt(IV) 

от значения δ. 

Таблица 11.8. Результаты моделирования гидролитических равновесий Au(III) 

Параметр δ, % 
-lg KS2 -lg KS3 -lg KS3

 A~  γ2
 

f χ2
эксп )05.0(χ2

f
 

0 4.66 7.85 14.33 0.97 0.87 22 27.5 33.9 
10 4.67 7.79 14.34 1.12 1.38 13 17.3 22.4 
20 4.69 7.75 14.40 1.23 1.75 12 16.0 21.0 
30 4.71 7.71 14.51 1.30 2.10 11 15.0 19.7 
40 4.73 7.69 14.58 1.36 2.33 10 14.0 18.3 
50 4.74 7.68 14.62 1.41 2.47 10 14.2 18.3 
60 4.75 7.68 14.64 1.45 2.55 10 14.4 18.3 
70 4.75 7.68 14.62 1.53 2.68 10 14.9 18.3 
80 4.77 7.64 14.69 1.63 2.89 9 13.9 16.9 
90 4.77 7.63 14.70 1.64 2.92 9 13.9 16.9 
99 4.775 7.63 14.69 1.68 2.96 9 13.9 16.9 
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Рис. 11.12. Зависимость логарифмов констант равновесия реакций с участием 

Au(OH)3 и выборочного эксцесса распределения невязок (γ2) от значения δ. 

11.4.4. Гидролитические равновесия Sb(III). Апостериорный анализ 
моделей с помощью кросс-валидации 

Основой моделирования служила зависимость растворимости Sb(OH)3 
(Sb2O3⋅nH2O) от рН водных растворов 0.1 моль/л NaClO4 (тридцать четыре измерения 
при -0.3 ≤ pH ≤ 11.5, рис. 11.9). Предполагая растворение Sb(OH)3 с образованием трех 
гидроксокомплексов Sb(III), искали оценки следующих параметров равновесий: 

lg KS2(Sb(OH)3↓ + H+ = [Sb(OH)2]+ + H2O); 

lg KS3(Sb(OH)3↓ = Sb(OH)3, p-p); 

lg KS4(Sb(OH)3↓ + H2O = [Sb(OH)4]- + H+). 

Назначая статистические веса, принимали среднее относительное квадратическое 
отклонение sr(A) = 0.25. Поскольку при априорной интенсивности грубых промахов 
δ = 0  выборочный эксцесс γ2 < 0 (табл. 11.9), а значения параметров при варьированни 
δ практически не меняются (рис. 11.13), МНК-оценки приемлемы. И по глобальным 
(табл. 11.9), и по локальным (рис. 11.14) критериям модель адекватна эксперименту. 
Нет оснований и признать модель избыточной: множественные коэффициенты корре-
ляции Ri параметров малы (табл. 11.9), а отношение минимального сингулярного числа 
матрицы Якоби к максимальному κмин / κмакс составляет всего лишь 1 / 333. 
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Таблица 11.9. Результаты моделирования гидролитических равновесий с 
участием Sb(III) при заданной интенсивности грубых промахов δ = 0 

Характеристики адекватности 
модели: 

Характеристики рассчитанных параметров: 

характеристика значение параметр значение множественный 
коэффициент 
корреляции Ri 

2
0s  1.02 lg KS2 -3.53 (0.03) 0.11 

A~  0.008 lg KS3 -4.44 (0.01) 0.12 
∆  0.23 

∆~  0.80 
γ2 -1.13 

χ2
эксп 31.7 

)05.0(χ 2
31=f  45.0 

lg KS4 -15.48 (0.10) 0.15 
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Рис. 11.13. Зависимость логарифмов констант гидролитических равновесий Sb(III) от 

значения δ. 
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Рис. 11.14. Невязки кросс-оценивания dk и локальные критерии адекватности ξk для 

модели гидролитических равновесий Sb(III). 
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Ненадежность построенной модели обнаружила перекрестная оценка достоверности 
(п. 10.3.8.2). Отбрасывая из массива 34 экспериментальных точек по одному из-
мерению, нашли значения неизвестных параметров и взвешенные невязки кросс-оце-
нивания dk, а по ним – дисперсию кросс-оценивания 2

0
~s = 2.19⋅104. Невязка d34 = 800 на 

порядки превосходит невязку ξ34 = 0.5 (рис. 11.14). При отбрасывании тридцать четвер-
той точки из массива данных значение lg KS4 меняется на две с половиной единицы, в 
то время как удаление других измерений на значение lg KS4 практически не влияет (рис. 
11.15). Очевиден вывод: тридцать четвертое измерение является точкой разбаланси-
ровки для риск-параметра lg KS4. 
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Рис. 11.15. Выявление риск-параметра и точки разбалансировки с помощью 

кросс-валидации. 
 
Возможен и другой способ выявления точек разбалансировки. Необходимо ис-

следовать матрицу Якоби 

 JN×p = || ∂ ξk / ∂ βi||. (11.21) 

Если статистические веса соответствуют реальному уровню экспериментальных по-
грешностей, то в области плана эксперимента, «ответственной» за определение пара-
метра βi, абсолютные величины производных Jki = ∂ ξk / θi – величины порядка еди-
ницы. Если же, напротив, измерение Ak практически не влияет на оценку θi, то произ-
водная Jki близка к нулю. 

Для риск-параметра θr производные Jkr малы во всех точках, за исключением од-
ной. Именно то единственное измерение, для которого значение |Jkr| велико, и является 
точкой разбалансировки. 

Результаты расчета матрицы J для данных о растворимости Sb(OH)3 приведены 
на рис. 11.16. Производная 4lg 34 SK,J  на порядки превосходит остальные производные 

по параметру lg KS4, что и означает, что это – риск-параметр, а тридцать четвертое из-
мерение – точка разбалансировки. 

Появление точки разбалансировки можно объяснить, исследовав равновесные 
концентрации комплексов (рис. 11.17): химическая форма [Sb(OH)4]- представлена в 
системе в единственной экспериментальной точке при рН = 11.5. 
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Рис. 11.16. Элементы матрицы Якоби для модели гидролитических 

равновесий Sb(III). 
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Рис. 11.17. Зависимость логарифмов равновесных концентраций гидроксокомплексов 
Sb(III) и растворимости Sb(OH)3 от рН. 

Кросс-оценивание полезно и при уточнении дискретных переменных модели, а 
именно при выборе числа реагентов. Перекрестная оценка достоверности семи моде-
лей, описывающих гидролитические равновесия Sb(III) и содержащих от одного до 
трех подгоночных параметров (табл. 11.10), показала, что наименьшее значение 2

0s~  ха-
рактеризует модель с комплексами [Sb(OH)2]+ и Sb(OH)3 и подгоночными параметрами 
lg KS2 и lg KS3. Включение в модели комплекса [Sb(OH)4]- и дополнение перечня уточ-
няемых параметров lg KS4 лишает модели устойчивости и приводит к резкому росту ди-
сперсии кросс-оценивания (рис. 11.18).  

По результатам кросс-валидации наиболее устойчивой признана модель с подго-
ночными параметрами lg KS2 и lg KS3 (табл. 11.11). Согласно глобальным критериям, эта 
модель адекватна эксперименту. В то же время, большие невязки ξk в двух последних 
экспериментальных точках (рис. 11.19) заставляют сомневаться в полноте модели. По-
скольку испытание модели с тремя гидроксокомплексами не дало однозначного вывода 
об образовании или отсутствии комплекса Sb(OH)4

-, требуются дополнительные изме-
рения растворимости Sb2O3⋅nH2O при рН  11 – 12. 
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Таблица 11.10. Модели, подвергнутые кросс-оцениванию 
Номер 
модели 

Подгоночные 
параметры 

Дисперсия кросс-
оценивания 2

0
~s  

1 lg KS4 8.6⋅103 

2 lg KS2 15.0 

3 lg KS3 1.88 

4 lg KS2 
lg KS3 

1.57 

5 lg KS2 
lg KS4 

1.3⋅105 

6 lg KS3 
lg KS4 

1.9⋅104 

 
7 lg KS2 

lg KS3 
lg KS4 

 
2.2⋅104 

1 2 3 4 5 6 7
0

1

2

3

4

5

Модель с тремя
параметрами

Модели с одним
параметром

Модели с двумя
параметрамиlg 2

0
~s

Номер модели  
Рис. 11.18. Зависимость дисперсии кросс-оценивания 2

0
~s  от числа подгоночных 

параметров модели. 

Таблица 11.11. Результаты испытания модели гидролитических равновесий Sb(III) 
при двух искомых параметрах. Априорная интенсивность грубых промахов δ = 0 

Характеристики адекватности 
модели: 

Характеристики рассчитанных параметров: 

характеристика значение параметр значение множественный 
коэффициент 
корреляции Ri 

2
0s  1.27  

lg KS2 

 
-3.53 (0.05) 

 
0.11 

A~  0.12 

∆  0.30 

∆~  0.89 
γ2 -0.57 

χ2
эксп 40.5 

)05.0(χ 2
32=f  46.2 

 
 

lg KS3 

 
 

-4.44 (0.02) 

 
 

0.11 
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Рис. 11.19. Локальные критерии адекватности для модели с параметрами 
lg KS2 и lg KS3. 

 
 
Рассмотренный пример убеждает, что общепринятые способы оценки 

адекватности модели, включая исследование локальных критериев, могут 
оказаться неэффективными для выявления недостатков построенных моде-
лей комплексообразования, тогда как кросс-валидация легко диагностирует 
неполноценность модели и позволяет выбрать условия уточняющих экспе-
риментов. 

11.5. Общая схема анализа первичных экспериментальных 
данных КФХА 

A prescription is neither true or 
false; ... it either succeeds or fails. 

M. Stone 
Разработав численно устойчивые и робастные алгоритмы расчета параметров 

равновесий, испытав их в совокупности с приемами анализа данных с помощью имита-
ционного моделирования и при обработке реальных экспериментальных результатов, 
мы получили возможность конкретизировать действия исследователя при построении 
содержательной физико-химической модели равновесной системы. 

Примем, что: 
1) осуществлено планирование эксперимента (выбран экспериментальный метод, 

определен диапазон исследуемых концентраций и т.п.), 
2) выполнены измерения и оценен уровень их погрешностей и 
3) осуществлена  структурная идентификация модели. 

Предлагается [367] следующая последовательность действий. 
4) Зафиксировать подлежащие определению дискретные переменные модели –

сформулировать исходную гипотезу о числе сортов и стехиометрическом составе 
химических форм в системе. 

5) Задавая значение процента грубых выбросов δ = 0, рассчитать МНК-оценки неп-
рерывных параметров – констант равновесия и факторов интенсивности. Если 
полученный выборочный эксцесс распределения взвешенных невязок γ2 незначи-
тельно превышает теоретическое значение для распределения Гаусса (γ2 ≤ 0.8), 
принять найденные МНК-оценки параметров и перейти к шагу 7. 
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6) Выполнить расчеты, варьируя δ от 0 до 100 %. Установить, при каких δ значения 
γ2 и рассчитываемых параметров стабилизируются, принять эти значения в каче-
стве робастных оценок параметров и перейти к шагу 7. 

7) По глобальному критерию χ2 оценить адекватность модели: признать модель аде-
кватной, если χ2

эксп ≤ )05.0(χ2
f  и перейти к шагу 9. Если справедливо неравенст-

во )05.0(χ2
f  < χ2

эксп ≤ )005.0(χ2
f , то увеличить оценку уровня эксперименталь-

ных погрешностей, назначить новые статистические веса и повторить расчет па-
раметров, перейдя к шагу 5. Если χ2

эксп > )005.0(χ2
f , сделать вывод о неполноте 

модели и перейти к шагу 8. 
8) Выявить области плана эксперимента с одинаковыми во всех экспериментальных 

точках преобладающими компонентами и |ξlk| ≫ 1 (взвешенные невязки 
ξlk = wlk

1/2⋅∆lk). Дополнить модель новой химической формой, состав которой оп-
ределить методом последовательной коррекции пробных моделей (п. 9.1.2), и пе-
рейти к шагу 5. 

9) Изучить множественные, общие и парные коэффициенты корреляции параметров 
и результаты сингулярного разложения матрицы Якоби. Если абсолютные значе-
ния коэффициентов корреляции параметров превышают 0.9 и/или обнаружены 
такие сингулярные числа, что κi / κмакс < 10-5, пересмотреть набор рассчитывае-
мых параметров (перейти от вычисления общих констант устойчивости комплек-
сов к расчету ступенчатых констант, исключить избыточные химические формы 
и т.п.) и повторить расчеты, перейдя к шагу 5. Если структура модели не нужда-
ется в пересмотре, перейти к шагу 10. 

10) Провести перекрестную оценку достоверности модели. При обнаружении точек 
разбалансировки выявить риск-параметры и спланировать уточняющие экспе-
рименты. 

 
Таким образом, робастное оценивание параметров в совокупности с 

другими приемами анализа данных составляет надежную основу моделиро-
вания равновесий и повышает надежность выводов о составе, константах 
устойчивости и других физико-химических параметрах комплексов даже в 
сложных системах. 
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ЧАСТЬ IV. НЕКОТОРЫЕ МЕТОДЫ ОБОБЩЕНИЯ И 
СИСТЕМАТИЗАЦИИ РЕЗУЛЬТАТОВ КФХА 

Описан метод аппроксимации констант равновесия реакций в растворах и на поверх-
ности комплексообразующих кремнеземов в зависимости от состава и концентрации 
фоновых электролитов. Для экспертизы и систематизации данных о свойствах ве-
ществ и материалов предложен алгоритм кластерного анализа, позволяющий воспол-
нять пропуски в данных. 

 
Получение и обработка многочисленных зависимостей состав – свойство – не са-

моцель количественного физико-химического анализа. За обработкой массивов пер-
вичных экспериментальных данных, полученных для однотипных или родственных 
объектов, обязательно должны следовать систематизация и обобщение результатов 
КФХА. При этом необходимо привлекать методы как содержательного (физико-хими-
ческого), так и эмпирического (хемометрического, формально-математического) ана-
лиза. Именно благодаря обобщению результатов КФХА о комплексообразовании в 
растворах физическая и координационная химия обогатились и достоверными справоч-
ными данными, и важными теоретическими обобщениями. В то же время, один из цен-
тральных вопросов – определение термодинамических констант равновесия по зависи-
мости концентрационных (смешанных) констант от ионной силы – все еще не нашел 
окончательного решения. В главе 12 представлен основанный на работах Питцера спо-
соб решения этой задачи. Оказалось, что он полезен при моделировании равновесий не 
только в растворах, но и на поверхности многих образцов КХМК. 

В последнее время КФХА стал распространенным средством исследования рав-
новесий на поверхности КХМК, в результате чего получены многообразные данные о 
комплексообразующих свойствах кремнеземов с десятками привитых на поверхность 
лигандов [391–394]. Разбросанную в различных источниках информацию необходимо 
собрать, подвергнуть экспертизе и превратить в эмпирическую базу для формирования 
теоретических концепций химии КХМК. Первая попытка сбора информации и созда-
ния библиографической и фактографической базы данных по свойствам КХМК пред-
принята в [395]. Уже на этапе наполнения базы данных и, тем более, при дальнейшей 
систематизации результатов КФХА потребовалось использовать существующие и раз-
рабатывать новые алгоритмы анализа данных. Один из важнейших – способ 
классификации данных с пропусками – описан в главе 13. 

ГЛАВА 12. АППРОКСИМАЦИЯ И ПРЕДРАСЧЕТ 
ЗАВИСИМОСТИ КОНСТАНТ РАВНОВЕСИЯ ОТ 

СОСТАВА И КОНЦЕНТРАЦИИ СОЛЕВОГО ФОНА 
12.1. Описание зависимости констант равновесия реакций в 

растворах от концентрации фоновых электролитов 
В 1973 г. К. Питцер предложил полуэмпирический способ расчета коэффициен-

тов активности компонентов водных растворов электролитов [396, 397]. Метод 
Питцера получил широкое признание у специалистов по термодинамике растворов 
[398], поскольку он очень точно аппроксимирует концентрационные зависимости 
средних коэффициентов активности электролитов как в одно-, так и в 
многокомпонентных растворах. Одно из несомненных преимуществ метода – малое 
число подгоночных эмпирических параметров, причем наборы параметров для сотен 
электролитных систем уже давно рассчитаны и табулированы [396, 397, 399]. Модель 
Питцера не описывает явно химизма взаимодей- 
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ствия ионов с растворителем и между собой, а предложена для описания стехиометри-
ческих [400] коэффициентов активности в растворах чистых и смешанных элек-
тролитов. 

В большинстве работ по исследованию равновесий в водных растворах приме-
няют метод постоянной ионной силы (гл. 4), создавая концентрацию фонового элек-
тролита, намного превышающую концентрации реагентов. Принимают модель, в кото-
рой реакции частиц солевого фона между собой и с реагентами явно не рассматрива-
ются, а под константами равновесия понимают условные константы [401]. Отсутствие 
явного учета продуктов взаимодействия с частицами солевого фона  роднит метод по-
стоянной ионной силы с подходом Питцера. 

Рассмотрим реакцию общего вида 

 ∅ = ∑
=

S

i
ii L

1
ν , i = 1,2, ...,S, (12.1)  

где S – число реагентов, νi – стехиометрические коэффициенты, положительные для 
продуктов реакции и отрицательные для исходных частиц, Li – реагенты. Логарифм 
концентрационной константы равновесия реакции (12.1) lg Km связан с логарифмом 
термодинамической константы lg KТ и логарифмами коэффициентов активности реа-
гентов lg γi соотношением 

 lg Km = lg KТ – ∑
=

S

i
ii

1
γlgν  (12.2) 

Например, для реакции 

 NH3 + H+ = +
4NH   (или ∅ = +

4NH  - NH3 - H+), (12.3) 

 lg Km = lg KТ - lg +
4NHγ  + lg 

3NH
γ  + lg +Hγ . (12.4) 

Поскольку в термодинамическом эксперименте коэффициенты активности отдельных 
ионов определить невозможно, точнее было бы записать 

 lg Km = lg KТ - lg ±
YNHγ

4
 + lg 

3NH
γ  + lg ±

HYγ , (12.5) 

где γ± – соответствующие средние коэффициенты активности электролитов с (в прин-
ципе, произвольным) анионом Y-. Деление средних коэффициентов активности на ион-
ные составляющие 

 lg ±
HYγ  = lg +Hγ  + lg −Yγ , (12.6) 

 ±
YNHγ

4
 = lg +

4NHγ  + lg −Yγ  (12.7) 

не приводит к противоречиям, если lg −Yγ  совпадают для всех электролитов системы. 

Полагая, что влияние компонентов фона на коэффициенты активности значи-
тельно превышает влияние ионов реагентов, формулу Питцера для среднего коэффици-
ента активности i-ой частицы (точнее, для имеющей строгий термодинамический 
смысл линейной комбинации коэффициентов активности отдельных частиц) можно 
записать в виде [402]: 
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где 

 ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++
+

−= ϕ Ib
bIb

IAf 1ln2
1

γ ; (12.9) 

Аϕ – коэффициент Дебая-Хюккеля для осмотической функции (0.3921 при 298.15 К); 
b = 1.2 – параметр модели Питцера; mj, mk – моляльности ионов солевого фона, индекс j 
относится к катионам фона, индекс k – к анионам; NK – число видов катионов фона; 
NA – число видов анионов фона; N – суммарное число видов ионов, входящих в состав 

фоновых электролитов; ионная сила ∑
=

=
N

l
ll mzI

1

2
2
1 , zl – заряд ионов l-го сорта в атомных 

единицах, 

 ( ) ( ){ }1αexpα1
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β2
βλ 2

)1(
)0( −−+−= II

I
il

ilil ; (12.10) 

)0(
ilβ  и )1(

ilβ  – параметры взаимодействия i-ой частицы с l-м ионом; α = 2 – постоянный 
параметр модели Питцера; 
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)1(
jkβ  – параметр взаимодействия j-го и k-го сортов ионов. Если Li – незаряженный реа-

гент, то выражение для коэффициентов активности имеет вид 

 ill

N

l
i m λ≈γ ∑

=110ln
2lg .  (12.12) 

Интересно заметить, что при высоких І уравнение (12.12) переходит в уравнение Сече-
нова. 

Подставив в уравнение (12.2) выражения для коэффициентов активности, полу-
чаем соотношение, связывающее lg Km и lg KT 1: 
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где ∑
=

ν=∆
S

i
ii zz

1

22 ,  ∑
=

βν−=
S

i
ililg

1

)0( , ∑
=

βν−=
S

i
ililq

1

)1( . 

Если в рассматриваемой системе солевой фон создается одним электролитом или 
несколькими электролитами при постоянном отношении их моляльностей, формула 
(12.13) упрощается: 

                                                 
1  В работе [403] на основе метода Питцера получено другое уравнение, менее точно описывающее концентра-
ционную зависимость lg Km. 
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где 
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Необходимые для вычисления /
jkλ  величины параметров )1(

jkβ  приведены в работах 

[396, 397, 399]. Таким образом, зависимость концентрационных констант равновесия от 
моляльностей фоновых электролитов аппроксимируется выражением (12.14), 
линейным по подгоночным параметрам lg KT, B1 и B2, а природу электролитов 
учитывают параметры )1(

jkβ . Подгоночные параметры легко найти линейным методом 

наименьших квадратов по экспериментальным lg Km для разных ионных сил, а 
качество аппроксимации – оценить по величине остаточной дисперсии 
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2эксп2
0 }ˆlg){(lg

3
1 ,  (12.17) 

где P – число измерений, шляпкой отмечены величины констант, рассчитанных с ис-
пользованием параметров lg KT, B1 и В2 по уравнению (12.14). Метод успешно справля-
ется с аппроксимацией не только концентрационных, но и смешанных1 констант рав-
новесия. Как показано в работах [402, 404], погрешность аппроксимации lg Km 
находится на уровне ошибки их определения, лишь в редких случаях превышая 0.10. 

12.2. Предрасчет зависимости констант равновесия от ионной 
силы раствора 

Согласно модели Питцера, параметр В1 является мерой электростатического, а 
В2 – короткодействующего взаимодействия реагентов с ионами солевого фона. Состав-
ляя линейные комбинации lg KT, В1 и В2, определенных для одной и той же реакции на 
разных солевых фонах, можно оценить (lg KT)# 2 , (B1)# и (B2)# для фонов, еще не иссле-
дованных экспериментально. 

Рассмотрим в качестве примера предрасчет (lg KT)# , (B1)# и (B2)# для реакции 

 HNOHCHNOHC 346346 =+ +− , (12.18) 

где C6H4NO3H – п-нитрофенол (данные о протолитических равновесиях нитрофенолов 
на чистых и смешанных солевых фонах приведены в работах [405, 406]). Результаты 
расчета lg KT, В1 и В2 представлены в табл. 12.1. 

Пусть для индивидуальных фонов KCl и KNO3 известны параметры lg KT, В1 и В2. 
Найдем параметры (lg KT)#, (B1)# и (B2)# для  солевого фона {KCl+KNO3} при соотноше-
нии моляльностей m(KCl):m(KNO3)=1:1. Учтем, что 
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1 Аппроксимация зависимости логарифмов смешанных констант равновесия от I включает нетермодинами-
ческий шаг – выделение активности отдельного вида ионов (например, Н+ при рН-метрических измерениях). 
2 Знаком 

# отмечены параметры, оцениваемые как линейные комбинации уже известных lg KT, В1 и В2. 
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Таблица 12.1. Оценки lg KT, B1 и В2, найденные аппроксимацией зависимости 
lg Km от I 

Значения параметров Фон 
lg KT B1 B2 2

0s  
KCl 7.12±0.03 0.014±0.003 -0.41±0.05 1.7⋅10-5 

NaNO3 7.16±0.02 -0.025±0.004 -0.36±0.06 9.1⋅10-5 
KNO3 7.13±0.02 0.085±0.005 -0.71±0.05 6.9⋅10-5 

NaCl + KCl 7.14±0.02 0.058±0.004 -0.25±0.07 6.7⋅10-6 
NaCl + NaNO3 7.12±0.02 0.024±0.004 -0.29±0.08 9.2⋅10-6 
NaCl + KNO3 7.12±0.02 0.045±0.005 -0.41±0.10 1.5⋅10-5 
KCl + KNO3 7.11±0.02 0.065±0.006 -0.54±0.06 1.3⋅10-6 

NaNO3 + KNO3 7.09±0.03 0.02±0.02 -0.65±0.20 1.2⋅10-5 
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Тогда, согласно (12.15), (12.16) и с учетом того, что в растворе с солевым фоном, созда-
ваемым KCl и KNO3, m(Cl-) = m( −

3NO ) = 0.5⋅I; m(K+) = I, 
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Значение параметра #)KNOKCl(T )(lg 3+K  находим как 0.5×{ )KNO(T)KCl(T 3lglg KK + }. 
Для сокращенной записи полученного результата воспользуемся следующей формой: 
 {KCl + KNO3} = (1/2) {KCl} + (1/2) {KNO3}. (12.25) 

Запись (12.25) следует понимать так, что параметры #KNOKCl
1 )( 3+B , #KNOKCl

2 )( 3+B  и 
#)KNOKCl(T )(lg 3+K  получены как полусуммы соответствующих величин, найденных 

для фонов KCl и KNO3. 
Для солевого фона NaNO3+KNO3 при соотношении m(NaNO3):m(KNO3)=1:1 не-

обходимые параметры можно оценить несколькими способами: 

 {NaNO3 + KNO3} =  (1/2){NaNO3} + (1/2){KNO3}; (12.26) 
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Таблица 12.2. Результаты предрасчета параметров (lg KT)#, (B1)# и (B2)# 
Солевой фон Способ оценки параметров (lg KT)#  (B1)# (B2)# 
NaCl + KCl а) {NaCl + NaNO3}+ {KCl + KNO3} - 

- {NaNO3 + KNO3} 
б) {NaCl + NaNO3} + (1/2){KCl} - 

- (1/2){NaNO3 + KNO3} 
 

7.12 
 

7.11 

0.068 
 

0.044 

-0.32 
 

-0.32

NaCl + NaNO3 {NaCl + KCl}+ {NaNO3 + KNO3} - 
- {KCl + KNO3} 

7.12 
 
 

0.014 -0.36

NaCl + KNO3 (1/2){KCl + KNO3} + 
+ (1/2){NaCl +  NaNO3} 

7.12 
 
 

0.044 -0.42

KCl + KNO3 а) (1/2){KCl + KNO3} 
б) {NaCl + KCl} + {NaNO3 + KNO3} - 

- {NaCl + NaNO3} 

7.12 
7.11 

 
 

0.050 
0.055 

-0.56 
-0.60

NaNO3 + KNO3 а) (1/2){NaNO3 + KNO3} 
б) {NaCl + NaNO3}+ {KCl + KNO3} - 

- {NaCl + KCl} 

7.14 
7.09 

0.03 
0.03 

-0.53 
-0.59

  

{NaNO3 + KNO3} = 

 {NaCl + NaNO3}+ {KCl + KNO3} - {NaCl + KCl}. (12.27) 

Значения параметров (lg KT)#, (B1)# и (B2)# для реакции (12.18) на нескольких солевых 
фонах (табл. 12.2) близки к соответствующим МНК-оценкам lg KT, B1 и В2 и обеспечи-
вают погрешность предрасчета lg Km не выше 0.04 (рис. 12.1).   
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Рис. 12.1. Зависимость lg Km от I для реакции (12.18) на солевом фоне NaCl + KNO3. 
Здесь и на рис. 12.2 точки – эксперимент; 1 – расчет lg Km по lg KT, B1, B2, найденным 

методом наименьших квадратов; 2 – расчет lg Km по (lg KT)#, (B1)#
 , (B2)#. 
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Рис. 12.2. Зависимость lg Km от I для реакции (12.18) на солевом фоне NaCl + NaNO3. 

12.3. Аппроксимации зависимости констант равновесия 
реакций на поверхности КХМК от ионной силы растворов 
Описывая взаимодействие компонентов растворов с функциональными группами 

Q, привитыми на поверхность кремнезема, сорбционную систему считают состоящей 
из трех фаз: внутреннего объема адсорбента, гомогенной жидкой фазы и неоднород-
ного приповерхностного адсорбционного слоя (см. гл. 5). Сложность взаимодействий 
на поверхности КХМК, несколько условный характер (гл. 6) констант равновесия ре-
акций образования закрепленных комплексов затрудняют поиск уравнений, аппрокси-
мирующих зависимость этих констант от состава солевого фона водной фазы сорбци-
онной системы. 

Применяя подход, представленный в п. 12.1, учтем, что при реакциях в припо-
верхностном слое КХМК сохраняется электронейтральность последнего. Так, при про-
тонировании незаряженной функциональной группы Q в этот слой, помимо ионов H+, 
проникают и, во многих случаях, прочно фиксируются [407–409] у заряженных 
центров и противоионы: 

 QHAAHQ =++ −+ , (12.28) 

где чертой над формулой обозначены реагенты в адсорбционном слое. Следовательно, 
компоненты солевого фона влияют на константы устойчивости закрепленных комплек-
сов и непосредственно (их активности или концентрации входят в выражения для кон-
стант ЗДМ), и опосредованно – через коэффициенты активности. Такой дуализм харак-
терен и для процессов другого типа: экстракции ионов (в частности, комплексных) из 
водной фазы в органическую в виде ионных ассоциатов. В сорбционных системах, со-
держащих КХМК, происходит взаимодействие реагентов, привитых на поверхность, с 
компонентами солевого фона. Как результат, соответствующие коэффициенты )0(β ij , )1(β ij  

нельзя a priori приравнять нулю. Отметим, что вследствие записи уравнений хемосорб-
ции, обеспечивающей электронейтральность адсорбционного слоя, коэффициенты ак-
тивности привитых реагентов описывает уравнение (12.12), т.е. нет необходимости 
учитывать изменение свойств среды (например, диэлектрической проницаемости) в 
приповерхностном слое, меняя величины коэффициента Aϕ (см. уравнение (12.9)); 
форма аппроксимационных уравнений модели Питцера остается такой же, как для опи-
сания равновесий в водных растворах. 

При использовании содержательных физико-химических моделей для описания 
сорбционных процессов обычно не учитывают состояние противоионов. Так, протоли-
тическое равновесие 
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 ++ =+ QHHQ   (12.29) 

характеризуют, как правило, смешанной константой равновесия 
]Q[

]QH[

H
⋅

=η
+

+

a
, где +Ha – 

оценка активности ионов H+ в водной фазе. Легко найти значения смешанных констант 
равновесия реакций, учитывающих переход противоионов в адсорбционный слой,  Кm, 
исходя из значений констант, рассчитанных без учета состояния противоионов: 
 lg Km  = lg η  -  x⋅lg C.  (12.30) 
где С – концентрация противоионов в водной фазе, равная в случае 1-1 электролита 
ионной силе раствора, x – стехиометрический коэффициент при противоионе в уравне-
нии реакции, равный, например, 1 для реакции (12.28) или 0.5 для реакции 

 1/24
2
4 )QH(SOSO

2
1HQ =++ −+ . (12.31) 

Возможности метода испытаны [410–412] при аппроксимации концентрационных 
и смешанных констант равновесия реакций с участием функциональных групп, кова-
лентно закрепленных на поверхности кремнезема. Объектами были аэросил, химически 
модифицированный 2-аминометилхинолином при концентрации последнего 0.36 
ммоль/г (КХМК-1), силохром с привитыми вторичным амином (0.46 ммоль/г, КХМК-
2), и аэросил с закрепленной аминофосфоновой кислотой (0.24 ммоль/г, КХМК-3). При 
расчете концентрационных и смешанных констант равновесия использовали моляльно-
сти закрепленных реагентов, относя их количества вещества к массе водной фазы. Све-
дения о реакциях с участием привитых реагентов и результаты расчетов приведены в 
табл. 12.3 и на рис. 12.3. Удовлетворительные величины остаточных дисперсий 2

0s  и 
близость величин lg KT, оцененных по зависимости lg Km от І для одних и тех же реак-
ций, но при разных фоновых электролитах, подтверждают применимость развиваемого 
подхода. Заметим, что в случае, если при хемосорбции компонентов растворов не про-
исходит прочной фиксации противоионов у заряженных центров поверхности, а, на-
оборот, противоионы сохраняют подвижность, описанный подход становится непри-
менимым, а вопрос о способе аппроксимации констант равновесия поверхностных ре-
акций в зависимости от ионной силы раствора остается открытым. 
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Рис. 12.3. Зависимость lg Km от I (фоновый электролит NaNO3) для cорбента КХМК-2.  

Реакции: 3
-
3 QHNONOHQ =++ +  (1) 2323

2 )(NOCuQNO2CuQ2 =++ −+  (2). 
Точки – эксперимент, линии – расчет. 
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Таблица. 12.3. Результаты  исследования равновесий на поверхности КХМК 
Сорбент Реакция Фоновый 

электролит 
lg KT 2

0s  

QHAAHQ =++ −+  
 

1/24
2
4 )QH(SOSO

2
1HQ =++ −+  

NaNO3 
NaCl 

 
MgSO4 

5.24 
5.10 

 
5.11 

4.0⋅10-3 
2.3⋅10-3 

 
1.2⋅10-2 

22
2 ACuQA2CuQ2 =++ −+  NaNO3 

NaCl 
12.08 
12.06 

9.3⋅10-3 
3.7⋅10-3 

 
 
 

КХМК-1 

4
2
4

2 CuQSOSOCuQ =++ −+  Na2SO4 
MgSO4 

4.11 
4.33 

2.0⋅10-2 
1.0⋅10-2 

 
 

КХМК-2 
33 QHNONOHQ =++ −+  

1/24
2
4 )QH(SOSO

2
1HQ =++ −+  

2323
2 )(NOCuQNO2CuQ2 =++ −+  

 

NaNO3 
 

Na2SO4 
 

NaNO3 

9.20 
 

9.22 
 

12.70 

2.1⋅10-3 

1.7⋅10-3 
 

6.0⋅10-3 

КХМК-3 ++ +=+ KQHHKHQ 2  KCl 3.80 6.9⋅10-3 

ГЛАВА 13. КЛАСТЕРНЫЙ АНАЛИЗ НЕПОЛНЫХ 
МАССИВОВ ДАННЫХ О СВОЙСТВАХ ВЕЩЕСТВА И 

МАТЕРИАЛОВ 
Эмпирические закономерности позволяют 
проводить расчеты, систематизировать 
факты и количественно описывать новые 
явления в гораздо более широкой облас-
ти, чем та, которая доступна строгому те-
оретическому обобщению. 

В.Н. Кумок 

Содержательный анализ результатов КФХА невозможен, пока не созданы теоре-
тические модели, параметрам которых приписан физический смысл. Но на этапе по-
строения таких моделей, при экспертизе и систематизации массивов, предназначенных 
для наполнения баз данных, полезными оказываются формальные математические ме-
тоды. Учитывая, что информация о статистических характеристиках данных еще бед-
нее, чем при получении данных КФХА, без методов теории анализа данных обойтись 
невозможно. 

Наиболее распространенными методами систематизации и обобщения результа-
тов КФХА следует признать корреляционный, регрессионный и кластерный анализ. 
Корреляционный и регрессионный анализ – важнейшие способы эмпирического обоб-
щения опытных данных, с их помощью получен огромный объем сведений и по-
строены важные корреляции [413–416]. Но формирование «корреляционного поля», от-
бор объектов и их признаков для поиска корреляций представляют собой сложную, 
трудно формализуемую задачу. На этом этапе привлекательно обратиться к кластер-
ному анализу – упорядочению объектов по их схожести. Кластерный анализ [417–
426] – разветвленная и быстро развивающаяся область анализа данных, он стал 
стандартным средством, интегрированным в популярные системы обработки данных 
(такие, как Statistica for Windows, SPSS for Windows и т.п.). Однако оказалось, что при 
необходимости классифицировать массивы данных с пропусками (а именно с такими 
массивами приходится сталкиваться и при эмпирическом обобщении результатов 



Глава  13.  Кластерный  анализ  неполных  массивов  данных  о  свойствах  
вещества  и  материалов  

 195

КФХА, и при экспертизе информации, намеченной к включению в базу данных о 
свойствах КХМК  



Часть  IV. Некоторые  методы  обобщения  и  систематизации  
результатов  КФХА  

 196

[395]) традиционные алгоритмы оказываются неэффективными, а восполнение пропу-
щенных значений на основе теории статистического анализа данных с пропусками 
[417, 427] невозможно из-за отсутствия информации о законе распределения признаков. 
Нам пришлось разработать собственный алгоритм. 

13.1. Общие положения 
Методы классификации разделяют на две группы: классификация с обучением и 

классификация без обучения. В первом случае группы уже существуют, а классифици-
руемый объект помещают в одну из них. Во втором случае состав групп заранее не оп-
ределен, объединение или разбиение групп происходит на основе параметрических или 
непараметрических критериев. Рассмотрим вкратце принципы кластерного анализа без 
обучения. 

Выберем способ представления объектов. Поскольку большинство признаков 
веществ и материалов численные, обратимся к классификации по численным призна-
кам и будем характеризовать объекты координатами в пространстве признаков. Каж-
дый объект χi можно описать вектором размерности n, где n – число признаков. При-
знаки m классифицируемых объектов χi представляет матрица 
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где каждый элемент xij – значение j-го признака объекта χi (в том числе отсутствие ин-
формации о признаке). Задача кластерного анализа – разбить совокупность объектов, 
представленных матрицей X, на некоторое (возможно, известное заранее) число более 
однородных групп. 

Чтобы скорректировать различный масштаб измерения признаков, подвергнем 
матрицу X автомасштабному преобразованию [418]: 
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где множества Ωj сформированы объектами с известными значениями j-го признака, 
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1 , (13.2) 

pj – число объектов с известными величинами j-го признака, 
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В дальнейшем верхний индекс при переменных xij, подвергнутых автомасштабному 
преобразованию, опускаем. 

Выбирая способ классификации объектов в условиях, возможно, неполной и не-
точной информации об их признаках, предпочтение следует отдавать тем стратегиям, 
которые в наименьшей степени используют численно подбираемые параметры. Такими 
стратегиями считают исключающие и нечеткие. В исключающей классификации один 
объект может появиться в одном и только одном подмножестве, в неисключающей – 
более чем в одном подмножестве. При нечеткой [426, 1–432] классификации объекту 
приписывают некоторую степень вхождения в то или иное множество (функцию при-
надлежности). 
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13.2. Модифицированный алгоритм Дидэ центроидной 
классификации 

Предложенный Э. Дидэ и соавторами [422] алгоритм можно считать типичным 
представителем современных методов центроидного кластерного анализа без обуче-
ния. Мы использовали его для сравнения возможностей нашего алгоритма со стандарт-
ными методами классификации. Алгоритм Дидэ модифицировали таким образом, что-
бы обеспечить иерархическую классификацию объектов (построение дендрограммы) 
при возможных пропусках в данных. 

Опишем нашу реализацию [433] алгоритма. Введем матрицу W размером m×n та-
кую, что wij = 1, если значение признака xij известно, wij = 0, если значение xij недос-
тупно. Псевдоевклидово расстояние между объектами χi и χl определим как 

 ( ) ( )
21

1

2χ,χ
⎪⎭

⎪
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⎪⎩

⎪
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⎧

−= ∑
=

n

j
ljijljijli xxwwr . (13.4) 

Перед началом классификации найдем минимальное и максимальное расстояния между 
классифицируемыми объектами, rmin и rmax. 

Алгоритм включает следующие шаги: 
(I). Положить ϖ: = rmin. 
(II). Разбить совокупность объектов на кластеры Pg, g=1,2,…,G, такие, что 

 ( ){ }ϖ<= gV,χχ iig rP , (13.5) 

где Vg – центр тяжести кластера Pg. Его координаты vgj находим по формуле 
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δ , (13.6) 

где 
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δ , g =1,...,G; i=1,...m; j=1,...,n. 

Выполнение шага (II) обеспечивает нахождение кластеров Pg и определение их 
общего числа G (G = m при ϖ = rmin). Если в ходе классификации после построения не-
которого числа кластеров остались объекты χi, у которых не определено значение од-
ного и того же признака, то координаты центра тяжести следующего кластера вычис-
лить невозможно. В этом случае каждый из неклассифицированных объектов χi отно-
сим к тому из ранее найденных классов Pg, для которого минимально расстояние 

( )gV,χ ir . 

(III). Обновить значение ϖ: 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+×ϖ=ϖ
m

rr minmax1: . (13.7) 

Если оно превышает rmax, закончить работу алгоритма. В противном случае повторить 
шаг II. 

В результате алгоритм строит дендрограмму, характеризующую структуру дан-
ных. Устойчивым группировкам объектов по классам соответствуют параллельные оси 
абсцисс участки на графике зависимости G(ϖ). 

13.3. Алгоритм нечеткой классификации неполных данных 
Наш алгоритм [433] при классификации неполных данных использует идею 

нечеткой (размытой, fuzzy) принадлежности объекта группе [1, 429] и восполняет 
недостающие признаки объектов. Если при традиционных способах классификации 
функция принадлежности объекта χi кластеру Pg 
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то в теории нечетких множеств (fuzzy sets theory) [1, 429] принадлежность объекта χi к 
g-й группе описывает размытая функция принадлежности µg(χi): 
 1)χ(µ0 ≤≤ ig , (13.9) 

и при общем числе групп G 

 1)χ(µ
1

=∑
=

G

g
ig . (13.10) 

Таким образом, каждый из m объектов χi в той или иной мере принадлежит каждой из 
G групп, а группы Pg, g = 1, 2, ..., G, представляют собой нечеткие кластеры. 

Алгоритм состоит из следующих шагов: 
(I) Задать номер итерации τ = 0, число искомых кластеров G и начальные оценки 

функций принадлежности 1)χ(µ0 =ig , g = 1, 2, ..., G-1. Тем самым все множество объек-

тов {χi} произвольным образом разбивается на G групп: объекты χ1, χ2,...,χG-1 образуют 
(G-1) кластеров Pg, g = 1, 2,..., G-1, а остальные (m-G+1) объектов – кластер PG. 

(II) Вычислить диагональную весовую матрицу Z, необходимую для оценки 
(псевдо)евклидовых расстояний: 

 ∑
=

=
m

k
kiii wz

1
; zij = 0 при ji ≠ ; i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2, ..., n. (13.11) 

(III) Рассчитать координаты центров тяжести кластеров: 

 .,...,2,1;...,,2,1,

)]χ(µ[

)]χ(µ[

1

2)τ(

1

2)τ(

)( mjGg
x

v
n

i
ig

n

i
ijig

gj ==

⋅

=

∑

∑

=

=τ  (13.12) 

(IV) Перейти к следующей итерации (τ := τ + 1), минимизировав по параметрам 
)1τ(µ +

g  и тем xij, для которых wij = 0, критериальную функцию 

 [ ]∑ ∑
=

τ

=

+ ⋅=
n

1i
gi

2
G

1g
ig ,,ru )(χ)(χµ )(

2
1)(τ V  (13.13) 

где нечеткое (псевдо)евклидово расстояние между объектом χi и центром тяжести g-го 
кластера Vg 

 Т
i

2 )(χ)(χ),(χ gigigr VZVV −⋅⋅−= . (13.14) 

Критериальную функцию (13.13) минимизировали методом сопряженных градиентов 
[434] с численной оценкой производных. 

(V) Вычислить функцию 

 [ ]∑ ∑
= =

+−=ρ
n

i

G

g
igig

1 1

2)1τ()τ( .)χ(µ)χ(µ  (13.15) 

Если ρ < ε, где 

 )min(1
ijx

n
=ε , (13.16) 
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прекратить расчеты. В противном случае повторить шаг (III). 
Алгоритм размытой классификации оценивает недостающие признаки xij. Одно-

родность групп характеризует значение критерия u, достигнутое на последней итера-
ции. 

Построенные кластеры наглядно описывает средняя функция принадлежности 
объектов, внесенных в k-й кластер, именно этому кластеру: 

 ∑
∈=

=
m

kPi
ikk

iχ,1
)χ(µµ . (13.17) 

Повторяя работу алгоритма для G в интервале 1 ≤ G ≤ m, обнаруживаем иерархи-
ческую структуру классифицируемых объектов. 

13.4. Исследование свойств алгоритмов имитационным 
моделированием 

Для испытания алгоритмов сгенерировали [433] две совокупности объектов, 
обладающих двуиерархической структурой: одну с центроидной группировкой 
объектов (табл. 13.1, рис. 13.1), а другую – с дугообразной структурой при равном 
расстоянии между объектами каждой из дуг (табл. 13.2, рис. 13.2). Каждый объект 
характеризовали двумя признаками. Случайным образом удалили по (0; 10 и 25) % 
признаков каждого из объектов и применяли описанные алгоритмы классификации 
(табл. 13.3). 
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Рис. 13.1. Центроидная структура данных. 
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Рис. 13.2. Дугообразная структура данных. Арабские цифры соответствуют номерам 
объектов. 
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При двуиерархической модели данных отсутствие до 10% признаков не мешало 
обоим алгоритмам восстановить правильную структуру данных (модифицированный 
алгоритм Дидэ при варьировании ϖ в интервале [rmin, rmax] выявил две устойчивых 
группировки объектов – при G = 3 и G = 9, рис. 13.3). Однако при отсутствии 25% при-
знаков этот алгоритм не справился с классификацией, тогда как наш алгоритм верно 
разбил объекты на группы. 

В случае данных с дугообразной структурой алгоритм Дидэ не смог классифици-
ровать даже данные без пропусков. Алгоритм нечеткой классификации оказался более 
эффективным, хотя и допустил несколько ошибок (табл. 13.3). Способность алгоритма 
обрабатывать неполные данные со сложной структурой объясняется присущей ему мо-
дификацией способа задания метрики при итеративном поиске структуры данных на 
шаге (IV) алгоритма и использованием нечетких функций принадлежности. В табл. 
13.4 приведены сведения, характеризующие классификацию данных с дугообразной 
структурой. Результаты использования алгоритма размытой классификации для иссле-
дования свойств кремнеземов, химически модифицированных алифатическими ами-
нами, описаны в гл. 14. 

 
Таблица 13.1.Данные с центроидной структурой 

 
Номер 
объекта 

Первый 
признак 

Второй 
признак 

Номер 
объекта 

Первый 
признак 

Второй 
признак 

1 1.20 5.60 22 3.45 1.52 
2 1.30 5.80 23 3.50 1.30 
3 1.40 5.60 24 3.75 1.55 
4 1.45 5.50 25 4.00 2.55 
5 1.50 5.75 26 4.10 2.80 
6 2.40 5.75 27 4.15 2.60 
7 2.50 5.40 28 4.20 2.40 
8 2.60 5.70 29 4.25 2.75 
9 2.65 5.80 30 6.40 4.75 

10 2.80 5.55 31 6.50 4.35 
11 2.84 5.75 32 6.55 4.60 
12 1.80 4.80 33 6.60 4.80 
13 1.82 4.60 34 6.80 4.50 
14 1.95 4.75 35 7.20 5.35 
15 1.95 4.95 36 7.35 5.15 
16 2.10 4.50 37 7.50 5.40 
17 2.50 2.40 38 7.55 4.15 
18 2.60 2.62 39 7.60 3.80 
19 2.65 2.30 40 7.75 4.50 
20 2.90 2.50 
21 3.30 1.25 

41 7.80 4.15 
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Таблица 13.2. Данные с дугообразной структурой 
Номер 
объекта 

Первый 
признак 

Второй 
признак 

Номер 
объекта 

Первый 
признак 

Второй 
признак 

1 6.35 5.20 8 8.55 5.00 
2 6.53 5.80 9 6.90 5.20 
3 6.90 6.15 10 7.16 5.60 
4 7.40 6.35 11 7.55 5.70 
5 7.92 6.20 12 7.92 5.45 
6 8.30 5.90 
7 8.47 5.50 

13 8.04 5.00 

 
Таблица 13.3. Процент ошибок при классификации модельных данных 

Центроидная модель данных Дугообразная модель 
данных 

% про-
пусков в 
данных 

алгоритм 
Дидэ 

алгоритм 
размытой 

классификации 

алгоритм 
Дидэ 

алгоритм 
размытой 

классификации 
0 

10 
25 

0 
0 

100 

0 
0 

10 

100 
100 
100 

15 
15 
30 

 
Таблица 13.4. Информация о ходе расчетов в алгоритме размытой классификации 
Номер 

итерации 
)τ(u  )(ρ τ  *)τ(

1µ i  

1 12.341 – 0.600, 0.600, 0.600, 0.600, 0.600, 0.600, 0.600, 
0.600, 0.300, 0.300, 0.300, 0.300, 0.300 

2 11.217 2.86⋅10-2 0.616, 0.631, 0.645, 0.648, 0.649, 0.640, 0.635, 
0.618, 0.348, 0.356, 0.371, 0.369, 0.347 

3 11.215 2.73⋅10-3 0.621, 0.645, 0.652, 0.657, 0.659, 0.653, 0.646, 
0.622, 0.361, 0.381, 0.388, 0.381, 0.367 

4 11.212 5.81⋅10-5 0.623, 0.646, 0.655, 0.657, 0.659, 0.654, 0.646, 
0.624, 0.367, 0.382, 0.389, 0.383, 0.370 

5 11.212 6.13⋅10-8 0.623, 0.646, 0.655, 0.657, 0.659, 0.654, 0.646, 
0.624, 0.367, 0.382, 0.389, 0.383, 0.370 

* Значения для )τ(
2µ i  не приведены т.к. )τ(

1
)τ(

2 µ1µ ii −= . 
 
Таким образом, 
• предложены и испытаны способы аппроксимации и предрасчета зави-

симости констант равновесия реакций в растворах и на поверхности КХМК 
от вида и концентрации фоновых электролитов; 

• показана высокая устойчивость предложенного нами алгоритма  кла-
стерного анализа, что обеспечивает эффективность экспертизы и классифи-
кации массивов данных о свойствах веществ и материалов. Вместе с мето-
дами корреляционного, регрессионного, факторного анализа разработанный 
способ классификации является полезным средством систематизации дан-
ных КФХА. 
 



Глава  13.  Кластерный  анализ  неполных  массивов  данных  о  свойствах  
вещества  и  материалов  

 203

0

10

20

30

40

50

1.1 1.8 2.2 2.4 3.4 4.2 5.2 6.0

ϖ

G(ϖ)

 
Рис. 13.3. Зависимость G(ϖ) при центроидной структуре данных. 
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ЧАСТЬ V. РАВНОВЕСИЯ НА ПОВЕРХНОСТИ 
КОМПЛЕКСООБРАЗУЮЩИХ ХИМИЧЕСКИ 
МОДИФИЦИРОВАННЫХ КРЕМНЕЗЕМОВ 

Проанализированы сведения о протолитических и комплексообразующих свойствах ли-
гандов различного типа, ковалентно закрепленных на поверхности кремнеземов. Резу-
льтаты количественного физико-химического анализа во многих случаях дополнены 
информацией от независимых структурно чувствительных методов. 

К настоящему времени по данным КФХА охарактеризованы свойства множества 
привитых лигандов и комплексов. Значительная часть имеющихся в литературе данных 
систематизирована в монографии Ю.В. Холина и В.Н. Зайцева «Комплексы на поверх-
ности химически модифицированных кремнеземов» (1997), в силу чего не было необ-
ходимости воспроизводить их в данной книге, и автор счел возможным ограничиться 
обсуждением протолитических и комплексообразующих свойств лишь важнейших ти-
пов лигандов – органических оснований, кислот и амфолитов (на примере комплексо-
нов). Учитывая, что приемы построения и проверки достоверности моделей подробно 
рассмотрены в третьей части монографии, детали построения той или иной модели в 
этой части книги не обсуждаются, а основное внимание сосредоточено на результатах 
КФХА и их интерпретации. 

ГЛАВА 14. ПРОТОЛИТИЧЕСКИЕ И 
КОМПЛЕКСООБРАЗУЮЩИЕ СВОЙСТВА 

КРЕМНЕЗЕМОВ, ХИМИЧЕСКИ 
МОДИФИЦИРОВАННЫХ АЛИФАТИЧЕСКИМИ 

АМИНАМИ 
Из всех комплексообразующих кремнеземов чаще других применяются [1–3] и 

лучше всего исследованы [4–11] кремнеземы, модифицированные алифатическими 
аминами. Благодаря многолетним исследованиям, раскрыт механизм реакций модифи-
цирования поверхности, условия формирования различной топографии и структуры 
привитого слоя (обзор см. в книге [12]). Несмотря на обилие публикаций, до последне-
го времени дискуссионными оставались вопросы о влиянии топографии и структуры 
привитого слоя, концентрации закрепленных лигандов, условий хемосорбции на прото-
литические и комплексообразующие свойства привитых аминов. В одних работах [4, 6, 
13] указывали, что важнейшая особенность аминокремнеземов – электростатическое 
отталкивание сорбируемых ионов от заряженной поверхности КХМК, приводящее к 
понижению электронодонорной способности закрепленных аминов. Другие авторы 
резкое понижение основности привитых аминов по сравнению с аналогами в растворах 
связывали с образованием водородных связей между закрепленными аминами и оста-
точными поверхностными силанольными группами [14, 15]. Неоднозначно оценивали 
состояние противоионов в приповерхностном слое КХМК [13, 16]. 

Возникла необходимость систематически исследовать свойства аминокремнезе-
мов разного генезиса, количественно охарактеризовать их протолитические и комплек-
сообразующие свойства и выяснить характер и степень влияния различных факторов 
на свойства привитых аминов. Решению указанных вопросов посвящен цикл работ [9, 
16–28]. Сведения об изученных КХМК приведены в табл. 14.1. 
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14.1. Протолитические свойства закрепленных аминов 

14.1.1. Применение моделей химических реакций и непрерывного 
распределения констант равновесия: результаты и их интерпретация 

Протолитические свойства исследовали методом pH-метрического титрования 
водных суспензий КХМК растворами кислот, применяя при этом методы отдельных 
навесок и титрования одной навески (см. гл. 3). Характерные примеры кривых титро-
вания (метод отдельных навесок, массы навесок 0.100–0.200 г, объемы растворов 20–30 
мл, ионный фон 0.1 моль/л KNO3, экспозиция ≥ 24 час) приведены на рис. 14.1, 14.2. 
Для ряда систем, измерив рН, закрытые бюксы с водными суспензиями КХМК выдер-
живали двое суток при 40 оС, затем охлаждали до 20 оС и повторяли измерения рН. Ус-
тановлено, что первый цикл нагревание – охлаждение приводит к изменению рН рас-
творов, тогда как повторные циклы значений рН не меняют. 

 
Таблица 14.1. Изученные аминокремнеземы 

Концентрация привитых групп No Носитель Удельная 
пов-ть, м2/г 

Размер 
пор, нм ммоль/г мкмоль/м2 

привитая группа -CH2-CH2-CH2-NH2 
1 
2 
3  
4* 

5  
6 
7 
8 
9 

аэросил А-175 
-//- 
-//- 
-//- 
-//- 
-//- 
-//- 
-//- 
-//- 

135 
135 
135 
175 
175 
115 
175 
130 
74 

непорист. 
-//- 
-//- 
-//- 
-//- 
-//- 
-//- 
-//- 
-//- 

0.024 
0.14 
0.16 
0.27 
0.32 
0.36 
0.43 
0.56 
0.88 

0.18 
1.04 
1.19 
1.54 
1.83 
3.13 
2.45 
4.31 

11.89 
10 

 
11 

 
12 

силикагель 
L 5/40 

силикагель 
L 40/100 

силикагель 
L 100/250 

300 
 

300 
 

300 

5-10 
 

5-10 
 

5-10 

0.68 
 

0.78 
 

0.70 

2.23 
 

2.60 
 

2.33 

13 
14* 
15** 

силохром С-120 
аэросил А-175 
аэросил А-200 

120 
175 
200 

30-50 
непорист. 

-//- 

0.26 
0.43 
0.20 

2.17 
2.46 
1.00 

привитая группа -CH2-CH2-CH2-NH-CH2-CH2CN 
16 
17 

аэросил А-200 
фрактосил  

200 
120 

непорист. 
20 

0.27 
0.21 

1.35 
1.75 

Si
О

О

CН2

CН2

NHпривитая группа

 
18 силохром С-120 120 30-50 0.46 3.83 

привитая группа -CH2-CH2-CH2-NH-CH3 
19 
20 

aэросил А-200 
фрактосил 

200 
120 

непорист. 
20 

0.53 
0.35 

2.65 
2.92 

* аминокремнеземы с поверхностью, обработанной малыми силанизирующими реаген-
тами: триметилсилилимидазолом (образец 4) или гексаметилдисилазаном (образец 14); 
** аминокремнезем с равномерным покрытием поверхности аминогруппами. 
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Рис. 14.1. Кривые титрования водных суспензий аминокремнеземов. Здесь и на рис. 

14.2 x – степень оттитрованности аминогрупп, ∇ – измерения после цикла 
нагревание – охлаждение. 
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Рис. 14.2. Кривые титрования водных суспензий аминокремнеземов. 

Обнаружить наличие или отсутствие эффектов энергетической неоднородности 
помогает расчет логарифмов констант протонизации закрепленных аминогрупп lg KH 
(см. уравнение (7.5)) в зависимости от степени их протонизации f([H+]) (уравнение 
(7.2)). Оказалось, что для систем, прошедших цикл нагревание – охлаждение, величины 
lg KH от f([H+]) практически не зависят, т.е. эффекты энергетической неоднородности 
не проявляются. Для систем, не подвергавшихся нагреванию, зависимости lg KH от 
f([H+]) демонстрируют максимумы при f ([H+])= 0.4–0.5, т.е. обязательное в электроста-
тической модели требование убывания lg KH с ростом степени протонизации привитых 
групп нарушено, и эта модель неприменима. 

Моделью непрерывного распределения (алгоритм DAC2, гл. 8) воспользовались 
[19, 23], чтобы рассчитать интегральную P(lg KH) и дифференциальную p(lg KH) функ-
ции распределения привитых аминогрупп по логарифмам констант их протонизации. В 
модели учитывали единственную реакцию 
 Q + H+ = QH+, (14.1) 
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где Q – привитая аминогруппа. Одновременно с p(lg KH), P(lg KH) вычисляли моменты 
функции распределения: среднее значение lg KH (E), дисперсию ( 2µ~ ) и третий центра-
льный момент ( 3µ~ ). Результаты расчетов представлены в табл. 14.2 и на рис. 14.3, 14.4. 

При малой поверхностной концентрации (cs) привитых групп функция p(lg KH) 
унимодальна. Это свидетельствует о близости микроокружения всех привитых аминог-
рупп. При этом максимумы функций p(lg KH) приходятся на такие значения lg KH, ко-
торые отвечают первым максимумам бимодальных функций p(lg KH) у образцов с бо-
лее высокими cs (табл. 14.2). С ростом cs увеличивается дисперсия 2µ~ . Примечательно, 
что свойства аминопропилаэросила с равномерным (шахматным) покрытием поверхно-
сти аминогруппами (образец 15), синтезированного по специально разработанной ме-
тодике [20, 24], описывает функция p(lg KH), которая мало отличается от δ-функции 
(табл. 14.2). По достижении граничного значения cs ≈1.5–1.8 мкмоль/м2 у дифференци-
альных функций распределения p(lg KH) появляется второй максимум. Бoльшая часть 
привитых групп имеет относительно высокие, а меньшая – относительно низкие кон-
станты протонизации. Положение максимумов у функций распределения p(lg KH), опи-
сывающих свойства КХМК с привитыми вторичными аминами, сдвинуто в сторону бо-
лее высоких lg KH, чем у первичных аминов. 

Таблица 14.2. Характеристики энергетической неоднородности кремнеземов, 
модифицированных алифатическими аминами, при 20 оС 
Аминокремнеземы до цикла нагревание – охлаждение 

Группы различной основности 
 

No E 2µ~  3µ~  

положение 
максимума 

доля 
 

положение 
максимума 

доля 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 

4.54 
5.25 
6.35 
5.92 
5.57 
6.93 
5.61 
7.59 
7.88 
7.25 
6.66 
6.80 
6.27 
6.93 
6.08 
6.85 
6.41 
7.68 
6.71 

0.03 
0.12 
0.17 
0.51 
0.13 
0.21 
2.11 
0.52 
0.68 
0.06 
1.29 
0.23 
1.49 
0.05 
0.10 
0.33 
1.06 
0.77 
1.78 

0 
-0.04 

0 
-0.45 
-0.06 
-0.08 
0.99 
-0.39 
-0.41 
-0.03 
-1.36 
-0.03 
-1.91 
-0.06 
-0.01 
-0.11 
-0.39 
-0.77 
0.16 

4.66 
5.42 
6.33 
3.7 

~4.8 
4.76 
4.42 

 
6.50 

 
4.77 
5.65 
3.6 

 
 

6.08 
5.28 
4.58 
≅6 

1.00 
1.00 
1.00 
0.20 
0.40 
0.15 
0.30 

 
0.26 

 
0.4 
0.2 

0.32 
 
 

0.30 
0.25 

<0.15 
0.50 

  
  
  

6.17 
5.78 
7.08 
7.25 
7.82 
8.46 
7.50 
7.43 
6.96 
6.94 
7.11 
6.08 
7.35 
7.50 
7.85 
8.59 

  
  
  

0.80 
0.60 
0.85 
0.70 
1.00 
0.74 
1.0 

0.60 
0.80 
0.68 
1.00 
1.00 
0.70 
0.75 

>0.85 
0.50 

20 не определены 5.65 <0.46 >8.2 >0.54 
Аминокремнеземы после цикла нагревание – охлаждение 

3 
8 
9 

10 
11 
13 
18 
19 

6.78 
8.41 
7.61 
7.08 
6.99 
6.73 
7.71 
7.43 

0.08 
0.16 
0.25 
0.22 
0.14 
0.65 
0.38 
0.26 

0 
0.14 
-0.02 
0.09 
0.02 
-0.68 
-0.12 
-0.11 

6.84 
6.99 
7.81 
6.92 
6.79 
4.23 
4.85 
6.60 

1.00 
<0.1 
1.00 
1.00 
1.00 
0.15 
0.08 
0.20 

 
8.35 

 
 
 

6.91 
7.95 
7.67 

 
>0.9 

 
 
 

0.85 
0.92 
0.80 
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Рис. 14.3. Функции распределения аминогрупп по логарифмам констант про-
тонизации. Цифры соответствуют номерам образцов, 11* – КХМК после цикла 

нагревание – охлаждение. 
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Рис. 14.4. Функции распределения аминогрупп по логарифмам констант 

протонизации до (образец 7) и после (образец 14) гидрофобизации поверхности 
КХМК. 

Учитывая, что модель непрерывного распределения констант показывает широ-
кое или бимодальное распределение привитых групп по константам KH, для адекват-
ного описания кривых титрования в модели химических реакций недостаточно учесть 
единственную реакцию (14.1). С помощью метода коррекции пробных моделей уста-
новлено, что измеренные pH с погрешностью до 0.1 описывает модель, учитывающая 
гомосопряжение привитых аминогрупп, дополняющее их протонизацию: 
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 ++ =+ 2HQQHQ
ГK

. (14.2) 

Результаты расчета констант KH и KГ приведены в табл. 14.3. Константы KГ рассчитаны 
для гомогенного варианта модели (концентрации закрепленных реагентов отнесены к 
объему раствора). Как показано в п. 6.3.2, модель с реакциями (14.1) и (14.2) эквива-
лентна модели фиксированных бидентатных центров, описывающей протонизацию 
аминов реакциями 

 

NH2

NH2

+ H+ =
σ1 NH3

NH2

+

+
NH3

NH3

σ2
+ 2H+ =

NH2

NH2
+

(2)

(2)

 
а между параметрами моделей существует однозначное соответствие. 

 
Таблица 14.3. Логарифмы констант равновесия реакций с участием привитых 

аминогрупп 
 

Образцы, не прошедшие цикл 
нагревание – охлаждение 

Образцы после цикла 
нагревание – охлаждение 

No образца 
из табл. 14.1 

lg KH lg KГ lg KH 
1 4.30 (0.03) —  
2 5.34 (0.02) 2.4 (0.4)  
3 6.02 (0.04) — 6.25 (0.01) 
4 5.89 (0.06) 3.64 (0.18)  
5 5.35 (0.01) 2.8 (0.3)  
6 6.49 (0.03) 3.51 (0.05) 7.21 (0.08) 
7 5.65 (0.11) 4.20 (0.15)  
8 7.58 (0.03) 2.58 (0.08) 8.32 (0.06) 
9 7.81 (0.03) 2.97 (0.06) 7.50 (0.02) 

10 7.11 (0.06) — 7.15 (0.05) 
11 6.50 (0.08) 3.42 (0.09) 7.13 (0.04) 
12 6.82 (0.07) 2.87 (0.15) 6.97 (0.04) 
13 6.65 (0.10) 3.72 (0.16) 6.81 (0.10) 
14 6.89 (0.05) —  
15 6.22 (0.05) — 6.68 (0.15) 
16 6.92 (0.07) 3.08 (0.05)  
17 6.90 (0.02) —  
18 7.52 (0.07) 3.17 (0.18) 7.51 (0.08) 
19 7.33 (0.07) 3.99 (0.09) 7.53 (0.20) 
20 7.18 (0.10) 4.25 (0.15) 7.54 (0.20) 

 
Указанными сведениями ограничивается информация, предоставляемая непо-

средственно моделями. Перед содержательной интерпретацией результатов моделиро-
вания полезно выполнить классификацию объектов исследования – двадцати образцов 
аминокремнеземов – по их численным характеристикам. Для этого воспользовались 
алгоритмом кластерного анализа неполных данных, описанным в п. 13.3. Каждый ами-
нокремнезем характеризовали шестью признаками: удельной и поверхностной концен-
трациями привитых групп, логарифмами констант протонизации lg KH и гомосопряже-
ния lg KГ, средними значениями (E) и дисперсиями ( 2µ~ ) дифференциальных функций 
распределения p(lg KH). Сведения о типе кремнезема-носителя, топографии поверхно-
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сти, структуре привитого слоя (мономерная или полимерная), типе привитого амина 
(первичный, вторичный), обработке поверхности КХМК малыми силанизирующими 
реагентами для классификации не привлекали. 

Построенное по результатам кластерного анализа иерархическое дерево принад-
лежности аминокремнеземов разным группам изображено на рис. 14.5. Каждый кла-
стер охарактеризован средними значениями функции принадлежности объектов кла-
стерам ( gµ ). При удалении случайным образом 25% признаков классифицируемых 
объектов алгоритм находит такое же иерархическое дерево, что и при обработке всех 
наличных данных. Этот результат свидетельствует об устойчивости классификации. 
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Рис. 14.5. Результаты классификации массива данных об аминокремнеземах. 
 
По результатам классификации резко выделяются аминокремнезем 9, при синтезе 

которого в реакционную смесь добавляли воду, что вело к формированию полимерной 
структуры привитого слоя, и аминокремнезем 18 с малоподвижной привитой группи-
ровкой. Кроме того, несколько выделяются объекты 1 с минимальной поверхностной 
концентрацией аминогрупп и 15 с равномерной («шахматной») прививкой аминогрупп. 
Остальные КХМК разбиваются на две группы. Принадлежность объектов каждой из 
них легко соотнести с величиной поверхностной концентрации привитых аминов. В 
один класс попадают аминокремнеземы с 1.0 < cs < 1.8 мкмоль/м2, а в другой – с 
2.2 < cs < 3.1 мкмоль/м2. 

Интересно, что тип носителя (силикагель, силохром или аэросил), тип амина 
(первичный или вторичный) и даже обработка КХМК малыми силанизирующими 
реагентами с целью гидрофобизации поверхности не оказывают существенного влия-
ния на отнесение объектов к тому или иному классу. Можно полагать, что при одина-
ковом строении привитого слоя комплексообразующих кремнеземов и ножки, связы-
вающей функциональную группу с поверхностью, именно поверхностная концентра-
ция cs является ключевым параметром, определяющим свойства аминокремнезема. 

Результаты КФХА интерпретировали, привлекая представления о взаимодейст-
вии аминогрупп с остаточными силанольными группами и об особенностях топогра-
фии поверхности КХМК. 

Согласно данным спектроскопии ЯМР 29Si и 13С [29–32], моделирования поверх-
ности аминокремнеземов методами молекулярной механики и квантовой химии [33], 
привитые аминогруппы взаимодействуют с силанольными группами, образуя систему 
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водородных связей в приповерхностном слое. Поэтому, обозначая привитые группы 
«Q», следует иметь в виду, что данная химическая форма представляет собой совокуп-
ность привитых аминов, по-разному взаимодействующих с остаточными кислыми си-
ланольными группами поверхности, например, 

OH H
2

N( CH
2

)
3

OH ( CH
2

)
3

N

H

H

O ( CH
2

)
3

N
+

( H
2

O) nH
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При этом на поверхности КХМК возникают арочные структуры [22, 29]: 

SiO2

Si
O O

N
H

H

H
O

A

,

Si
O O

NH2 OH

SiO2

Б

  
Константу равновесия KH нельзя считать характеристикой протонизации одних 

лишь аминогрупп; эта константа описывает протонизацию аминогрупп в совокупности 
со связанными с ними силанольными группами. Неудивительно поэтому, что кон-
станты KH значительно ниже констант протонизации алифатических аминов в водных 
растворах. 

Учитывая состояние реагентов в приповерхностном слое КХМК, можно объяс-
нить и подавление эффектов энергетической неоднородности или отсутствие гомосоп-
ряжения после нагревания водных суспензий аминокремнеземов. При прогревании 
суспензий приповерхностный слой насыщается водой, что неминуемо сказывается на 
состоянии привитых групп: 

             

OH H2N(CH2)3 + n H2O = O-(H
2
O)nH

3
N+(CH

2
)
3 (14.3)

 
Арочная структура привитого слоя при его гидратации, по всей видимости, сохраня-
ется, хотя и в разрыхленном виде [29]. Равновесие реакции (14.3) вновь сдвигается 
влево при удалении воды с поверхности сорбента. В обычных условиях реакция (14.3) 
протекает медленно: воздушно сухие образцы КХМК, хранившиеся вне эксикатора, 
лишь через 2–3 года демонстрируют те же свойства, что и сорбенты после прогревания 
суспензий. 

Бимодальный характер функций распределения p(lg KH) или наличие реакции го-
мосопряжения в модели химических реакций – следствие островковой топографии [12, 
32] поверхности КХМК (рис. 14.6). На поверхности кремнезема аминогруппы привиты 
неравномерно (внутри островков – плотно, вне островков плотность прививки низкая), 
и группы внутри островков оказывают друг на друга сильное влияние при реакциях. 
Для сорбента 15 с равномерной прививкой и низкой поверхностной концентрацией 
аминов гомосопряжение не наблюдается. Формирование островковой топографии объ-
ясняют тем, что закрепление аминогруппы создает вблизи точки иммобилизации усло-
вия, благоприятные для фиксации следующих групп [34]. Можно полагать, что при ма-
лых cs островки на поверхности лишь формируются, и небольшие различия в микроок-
ружении привитых аминов проявляются лишь в отличии от нуля дисперсии 2µ~  унимо-
дальных функций распределения p(lg KH) (привитые группы имеют неодинаковые, но 
близкие свойства). Только с повышением cs отчетливо проявляются различия в свойст-
вах аминогрупп внутри и вне островков. Внутри островков мало немодифицированных 
силанольных групп, образующих водородные связи с аминогруппами, и константа про 
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тонизации последних выше, чем у групп, находящихся вне островков. Как и следует 
ожидать, доля групп вне островков меньше, чем внутри них. Изменение характера фун-
кций p(lg KH) после обработки аминокремнеземов малыми силанизирующими реаген-
тами также соответствует указанной интерпретации. У образцов с гидрофобизирован-
ной поверхностью уменьшается доля низкоосновных аминогрупп (табл. 14.2, рис. 14.3). 
Это связано с тем, что силанизирующие реагенты взаимодействуют с остаточными 
силанольными группами, микроокружение всех привитых аминов становится близким, 
а основность групп, закрепленных вне островков, приближается к основности 
остальных привитых аминов. 

Заметим, что результаты КФХА указывают на феномен островковой топографии 
поверхности, но не дают информации ни о плотности прививки реагентов внутри ост-
ровков, ни о размере последних. Можно лишь предположить, что концентрация аминов 
внутри островков принимает значение, максимально возможное для аминокремнеземов 
с мономерной структурой привитого слоя – ~3–6 мкмоль/м2 в зависимости от условий 
подготовки кремнезема к модификации, размеров якорной группировки силана и усло-
вий синтеза КХМК [12, 34, 35]. Сведения же о размере островков остаются пока недос-
тупными даже по итогам применения комплекса физических методов исследования 
КХМК [12, 35]. 

A

Б

В
 

Рис. 14.6. Модели топографии поверхности КХМК. 
А – случайное распределение привитых групп, Б – равномерное, 

В – островковое (кластерное). 

Гомосопряжение привитых аминогрупп указывает на специфические свойства 
среды в приповерхностном слое КХМК: при его неполной гидратации создается среда, 
близкая по свойствам не к водным растворам, а к водно-органическим смесям (извест-
но [36, 37], что добавка к водным растворам таких веществ, как алифатические спирты 
или ацетон снижает диэлектрическую проницаемость растворителя и его сольвати-
рующую способность, способствуя гомосопряжению кислот и оснований). 

Результаты КФХА указывают (табл. 14.2, 14.3), что, как и следовало ожидать, ос-
новность вторичных аминов выше, чем первичных. 

Независимо от типа кремнезема–носителя (силикагель, силохром или аэросил), 
наблюдается близкая к линейной зависимость lg KH от поверхностной концентрации 
аминов cs. Для КХМК с мономерной структурой привитого слоя и островковой топо-
графии поверхности получены уравнения [23]: 
 lg KH = 4.62 + 0.64⋅cs (r = 0.88) (14.4) 

(привиты первичные амины, суспензии без нагревания до 40 oС); 

 lg KH = 5.59 + 0.60⋅cs (r = 0.97) (14.5) 

(первичные амины, суспензии прогреты до 40 oС); 

 lg KH = 6.53 + 0.25 cs (r = 0.94) (14.6) 

(вторичные амины). 
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Рост KH с повышением cs (с уменьшением концентрации остаточных силаноль-
ных групп) (рис. 14.7, 14.8) указывает, что эта константа является условной по отно-
шению к концентрации силанольных групп. 

 

0 1 2 3 44

5

6

7 2

1

lg KН

сs

r = 0.88

r = 0.94

 
Рис. 14.7. Зависимость lg KH от поверхностной концентрации привитых аминов (сs) 

для КХМК, не прошедших цикл нагревание – охлаждение. 
1 – кремнеземы с привитым н-пропиламином, 
2 – кремнеземы с привитыми вторичными аминами. 
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Рис. 14.8. Зависимость lg KH от поверхностной концентрации привитых аминов (cs) 
для КХМК, прошедших цикл нагревание – охлаждение. 

Таким образом, на протолитические свойства аминокремнеземов влияют: 
• топография поверхности (равномерная, островковая), 
• мономерное или полимерное строение привитого слоя, 
• поверхностная (не удельная!) концентрация аминов, 
• полная или неполная гидратация поверхностных групп. 

14.1.2. Состояние противоионов в приповерхностном слое 
аминокремнеземов 

Сорбция ионов КХМК обязательно сопровождается переходом в приповерхност-
ный слой эквивалентного числа противоионов. О состоянии противоионов у поверхно-
сти сорбента трудно судить по данным физических методов исследования, поскольку 
их применение связано с отделением сорбента от раствора, изменяющим состояние 
привитых реагентов. Однако полезную информацию предоставляет метод КФХА. 

В простейшем варианте электростатической модели полагают, что поверхность 
КХМК – положительно заряженная плоскость, а противоионы находятся в диффузной 
части двойного электрического слоя. Согласно модели, в случае сорбции ионов на по-
верхности аминокремнеземов значения lg KH линейно уменьшаются с ростом заполне-
ния поверхности ионами f([M]) (см. п. 7.2.2). 

Чтобы описать состояние противоионов у поверхности немодифицированных 
кремнеземов, предложены две модели – подвижных противоионов в адсорбционном 
слое и прочного связывания противоионов [38]. Согласно первой, противоионы спо-
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собны перемещаться в пленке геля около поверхности, согласно второй – противо-
ионы, проникая в адсорбционный слой, образуют стойкие ионные пары с заряженными 
центрами поверхности. 

Применяя эти модели для описания ионной сорбции на поверхности аминокрем-
неземов, в модели подвижных противоионов хемосорбцию ионов водорода передают 
уравнением реакции [16] 

 ,AHQQAH −+−+ +=++
xK

 (14.7) 

где А- ⎯ противоионы. Тогда концентрационная константа равновесия 

 ,
][A
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]Q[][A][H
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H −

−

−+

−+
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⋅⋅

⋅
= KK x  (14.8) 

где KH – величина, рассчитанная по уравнению (7.5). Равновесная концентрация проти-

воионов (Q).])H([]HQ[]A[ tf ⋅== ++−  Если ионная сила раствора создается 1-1 элек-
тролитом, концентрация [A-] практически совпадает с ионной силой раствора I, и вы-
ражение (14.8) переходит в  

 ItfKK xH lg)Q(lg])H([lglglg +−−= + = const - lg f([H+]). (14.9) 

В модели прочного связывания противоионов вместо уравнения реакции (14.7) 
записывают [16]: 

 .HQA
σ

QAH =++ −+  (14.10) 
Константа равновесия этой реакции  

 ]/[A
]Q[][A][H

HQA][σ H
−

−+
=

⋅⋅
= K , (14.11) 

откуда KH = σ⋅I, а величина KH не зависит от f([H+]). 
Рассмотренные модели упрощают состояние адсорбционного слоя. Его свойства 

описывает, скорее всего, не одна модель, а их совокупность. Но в комбинированной 
модели число подгоночных параметров столь велико, что она заведомо будет избыточ-
ной, и получить сколько-нибудь надежные выводы не удастся. В работе [16] решили 
более скромную, но и более реальную задачу: выяснили, к какому из предельных слу-
чаев ближе реальное состояние противоионов. 

Если на поверхности КХМК в результате хемосорбции образуется единственный 
продукт, дискриминацию моделей легко визуализировать. Для этого следует построить 
графики зависимостей lg KH от f([H+]) и lg f([H+]). Если lg KH – линейная функция 
f([H+]), принимается электростатическая модель; если lg KH линейно уменьшается с 
ростом lg f([H+]), то справедлива модель подвижных противоионов; если значения 
lg KH от f([H+]) не зависят, принимается модель прочного связывания противоионов. 

При сорбции ионов H+ аминокремнеземами с полностью гидратированной по-
верхностью рост f([H+])  на lg KH действительно не влияет, в силу чего следует заклю-
чить, что противоионы прочно удерживаются у заряженных центров поверхности. 

Если хемосорбция ионов приводит к образованию не одного, а нескольких про-
дуктов, выполнить дискриминацию моделей сложнее, т.к. зависимости становятся не-
линейными. Дискриминируя модели, использовали следующую расчетную процедуру: 
для каждой из моделей вычисляли, минимизируя остаточную дисперсию (9.57), подго-
ночные параметры и принимали ту из моделей, для которой значение 2

0s  наименьшее. 
Характерные результаты расчетов для протонирования аминогрупп в условиях 

неполной гидратации поверхности КХМК (образцы 9, 12 из табл. 14.1) приведены в 
табл. 14.4. И в этом случае лучше всего описывает данные эксперимента модель проч-
ного связывания противоионов. 



Глава  14.  Протолитические  и  комплексообразующие  свойства  кремнеземов ,  
химически  модифицированных  алифатическими  аминами  

 217

Таблица 14.4. Дискриминация моделей состояния противоионов в 
приповерхностном слое 

Номер образца  Характеристики моделей 
9 12 

электростатической: 
lg K0 

b 
2
0s  

 
8.14 
-1.18 

23 

 
7.35 
-1.21 

35 
подвижных противоионов: 

lg Kx 
lg KГ 

2
0s  

 
5.09 
— 
8.7 

 
5.01 
2.3 
6.0 

прочного связывания 
противоионов: 

lg σ 
lg ζ* 

2
0s  

 
 

8.81 

2.94 
4.4 

 
 

7.89 

2.7 
4.0 

* ζ – константа равновесия реакции ( ) HANHANHNH 2232 =+ . 
. 
Причиной прочной фиксации противоионов у заряженных групп на поверхности 

КХМК считают арочную структуру привитого слоя, сохраняющуюся даже при полной 

гидратации поверхности [29]. Функциональные группы +− 3NH  приближены к поверх-
ности кремнезема, а гидрофобные алкильные ножки, напротив, отдалены от нее. Как 
результат, свободное перемещение противоионов вдоль поверхности затруднено. Под-
вижность противоионов увеличивается лишь в том случае, если система водородных 
связей между амино- и силанольными группами разрушена. И действительно, кремне-

земы с привитыми четвертичными аммониевыми катионами +− 3NR  (R – алкильные за-
местители) [1] или N+-пиридиниевыми солями [39] являются, в отличие от кремнеземов 
с закрепленными первичными или вторичными аминами, типичными анионообменни-
ками, рис. 14.9. 

R

S i O 2

S i
O O

N
R R

+ A -

 
Рис. 14.9. Структура привитого слоя кремнезема, модифцированного четвертичными 

аммониевыми солями. 

14.1.3. Влияние фоновых электролитов на протолитические свойства 
аминокремнеземов 

Изучить влияние типа и концентрации фоновых электролитов на протолитиче-
ские свойства аминогрупп на поверхности КХМК важно по двум причинам. Во-пер-
вых, для выбора оптимальных условий применения КХМК необходимо знать, какое 
влияние оказывает смена типа или концентрации фонового электролита на состав и ус-
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тойчивость закрепленных комплексов. Во-вторых, для окончательного решения о типе 
энергетической неоднородности (эволюционная или биографическая), присущей об-
разцам КХМК, варьирование внешнего солевого фона является решающим (см. 
п. 7.2.3, [145]). 

Необходимые эксперименты выполнены в работе [27], авторы которой методом 
рН-метрического титрования одной навески изучили протолитические свойства не-
скольких аминокремнеземов (образцы 10, 13 и 18 из табл. 14.1) при 20 оС и концентра-
циях фоновых электролитов NaNO3, KCl, Na2SO4 и MgSO4 в интервале 0.05 –1.00 
моль/л. Результаты измерений интерпретировали в рамках моделей непрерывного рас-
пределения констант равновесия и химических реакций. 

5 7 9
0

0.2

0.4

p(lg KH)

p(lg KH)

p(lg KH)

lg KH

0

0.2

0.4

0

0.2

0.4

I = 0.33 моль/л

I = 0.10 моль/л

I = 1.00 моль/л

 
Рис. 14.10. Функции распределения привитых аминогрупп по логарифмам констант 

протонизации (образец 10, фоновый электролит KCl). 
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lg KH
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0.8

3 4 5 6 7 80
0.3
0.6
0.9
1.2
1.5

 p(lg KH)
 I = 0.30 моль⋅л-1

 p(lg KH)

моль⋅л-1

 
Рис. 14.11. Функции распределения привитых аминогрупп по логарифмам констант 

протонизации (образец 13, фоновый электролит NaNO3). 

Модель непрерывного распределения констант, как и для ранее изученных 
КХМК, приводит к бимодальным функциям распределения p(lg KH), причем вид функ-
ций и доли групп различной основности почти не меняются ни с изменением фонового 
электролита, ни с повышением его концентрации (рис. 14.10, 14.11) [27]. Исключение 
составляют лишь системы с наивысшими изученными концентрациями фоновых элек-
тролитов, когда энергетическая неоднородность КХМК подавляется (подобное дейст-
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вие высоких концентраций солей в растворе отмечали и ранее [15, 40, 42], указывая, 
что при высоких ионных силах растворов протолитические равновесия с участием за-
крепленных лигандов описывает единственная реакция с точечным значением кон-
станты равновесия). Таким образом, есть все основания полагать, что энергетическая 
неоднородность аминокремнеземов является, главным образом, биографической, а не 
эволюционной и связана с островковой топографией поверхности. 

Пользуясь модифицированным методом Питцера (п. 12.3), определили [27] значе-
ния термодинамических констант протонизации привитых аминогрупп (табл. 14.5). 
Совпадение lg KT, найденных для разных фоновых электролитов, подтверждает приме-
нимость метода и свидетельствует о правильности записи реакций хемосорбции ионов 
в виде (12.28), (12.31), (14.10) с учетом прочной фиксации противоионов у заряженных 
групп. 

Таблица 14.5. Результаты аппроксимации концентрационной зависимости смешанных 
констант протонизации привитых аминогрупп 

No 
образца 

Реакция Фоновый 
электролит 

lg KT 

 
 

10 

QHAAHQ =++ −+  

1/24
2
4 )QH(SOSO

2
1HQ =++ −+  

NaNO3 
KCl 

Na2SO4 
MgSO4 

7.42 (0.10) 
7.20 (0.07) 
7.39 (0.04) 
7.40 (0.18) 

13 
33 QHNONOHQ =++ −+  NaNO3 7.58 (0.04) 

18 33 QHNONOHQ =++ −+  

1/24
2
4 )QH(SOSO

2
1HQ =++ −+  

NaNO3 
 

Na2SO4 
 

9.20 (0.20) 
 

9.22 (0.15) 

По температурной зависимости lg KT для образца 18, предположив неизменность 
∆S0 и ∆H0 в температурном интервале 298 – 323 К, на основе уравнения  

 
TR

H
R

SK 1
3.23.2

lg
00

T ⋅
∆

−
∆

=  (14.13) 

оценили [43] термодинамические параметры процесса протонизации привитых ами-
ногрупп: ∆S0 = 235±1 Дж/моль⋅К, ∆H0 = 23.50±0.25 кДж/моль при коэффициенте корре-
ляции r = 0.9999. Увеличение энтропии в реакции (14.10) вызвано согласованным дей-
ствием двух факторов. Во-первых, протонирование аминогруппы разрыхляет арочную 
структуру привитого слоя [29], повышая тем самым подвижность привитых реагентов. 
Во-вторых, проникновение противоионов из раствора в приповерхностный слой сопро-
вождается высвобождением нескольких молекул воды, ранее входивших в гидратную 
оболочку противоионов. Легко объяснить и эндотермический характер процесса 
(14.10): выигрыш в энергии при протонировании аминогруппы компенсируется затра-
той энергии на разрыв водородных связей привитых аминогрупп со слабокислыми си-
ланольными группами поверхности КХМК. Кроме того, частичная дегидратация про-
тивоионов при переходе в приповерхностный слой является эндотермическим процес-
сом. 

14.1.4. Протолитические свойства закрепленных этилендиамина и 
диэтилентриамина 

До сих пор мы обсуждали свойства аминов, содержащих лишь один основный 
центр. Интересно выяснить, изменятся ли выводы о факторах, влияющих на свойства 
привитых соединений, если на поверхности кремнезема закреплены полидентатные 
амины. В.Н. Зайцев синтезировал [12] кремнеземы, химически модифицированные 
этилендиамином (En) и диэтилентриамином (Dien)  
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O Si
OCH3

OCH3

NH(CH2)2NH2SiO2

             

O Si
OCH3

OCH3

NH(CH2)2NH(CH2)2NH2SiO2

 
В качестве носителя использован непористый аэросил А–200 с площадью поверхности 
200 м2/г, удельные концентрации привитых молекул составили 0.59 ммоль/г (En) и 0.37 
ммоль/г (Dien). Протолитические свойства привитых реагентов исследовали pH-метри-
ческим титрованием при 20 оС навесок КХМК (метод отдельных навесок, ионный фон 
растворов 0.1 моль/л KNO3) [25]. Первичные данные КФХА обработали с помощью мо-
делей непрерывного распределения констант равновесия и химических реакций. 

В первой из них по алгоритму DAC2 нашли распределение основных центров 
КХМК (атомов азота привитых аминов) по логарифмам констант протонизации 
p(lg KH) (рис.14.12) Наличие у функции p(lg KH) двух максимумов в случае Еn согласу-
ется со ступенчатым характером присоединения ионов H+ к привитой молекуле. Лога-
рифмы констант протонизации аминогрупп на образце КХМК с привитым Еn равны 
примерно 7 и 5. В то же время, логарифмы ступенчатых констант протонизации Еn в 
водных растворах равны 10.04 и 7.22 [44]. Следовательно, Еn, подобно монодентатным 
аминам, при прививке на поверхность кремнезема снижает основность, что можно объ-
яснить взаимодействием молекул Еn с остаточными силанольными группами. 

E n

D ien

 p (lg K H )
0 .5

0 .4

0 .3

0 .2

0 .1

0

   3      4       5      6       7      8       9
lg  K H  

Рис. 14.12. Функции распределения привитых аминогрупп по логарифмам констант 
протонизации. 

 
Наличие в случае Dien двух, а не трех максимумов у функции p(lg KH) свидетель-

ствует о существенном перекрывании функций распределения, отвечающих протони-
рованию каждого из трех атомов азота в молекуле Dien, т.е. о близости ступенчатых 
констант протонизации привитых молекул Dien. Как и в случае Еn, закрепление на по-
верхности существенно снижает основность Dien (для неиммобилизованного Dien в 
водном растворе lg KH1 = 9.80; lg KH2 = 8.74; lg KH3 = 3.64 [44]). 

Функции распределения и в случае En, и в случае Dien широкие, что связано как 
с выраженной энергетической неоднородностью сорбентов, так и с перекрыванием 
функций распределения, описывающих протонизацию отдельных аминогрупп. Полу-
ченные результаты не позволяют однозначно судить о топографии поверхности КХМК; 
можно лишь утверждать, что распределение привитых молекул не является равномер-
ным. 

Благодаря высокой энергетической неоднородности изученных образцов КХМК, 
следовало ожидать, что модель химических реакций, не учитывающая явно эту неод-
нородность, лишь приближенно опишет экспериментальные данные. Действительно,  
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для Еn: 
 lg KH1(En + H+ = EnH+) = 7.92±0.09; 

 lg KH2(EnH+ + H+ = +2
2EnH ) = 5.55±0.08;  

для Dien: 
 lg KH1(Dien + H+ = DienH+) = 8.01±0.10;  

 lg KH2(DienH+ +H+ = +2
2DienH ) = 5.95±0.14; 

 lg KH2( +2
2DienH +H+ = +3

3DienH ) = 3.62±0.18.  

Приведенные результаты подтверждают вывод о значительном снижении основности 
Еn и Dien при закреплении на поверхности кремнезема. Полученные оценки констант 
протонизации Еn близки к полученным в работе [6] для Силохрома С–120 (удельная 
площадь поверхности 140 м2/г, диаметр пор 40 нм, концентрация привитого Еn 0.40 
ммоль/г): lg KH1 = 7.7; lg KH2 = 6.2. Близость констант позволяет утверждать, что тип 
носителя (пористый или непористый) и концентрация привитого этилендиамина мало 
влияют на основность привитых молекул. Таким образом, основные заключения о фак-
торах, влияющих на свойства привитых аминов (п. 14.1.1), сохраняют свою силу и в 
случае полидентатных аминов. 

14.2. Комплексообразование закрепленных аминов с солями 
переходных металлов 

14.2.1. Комплексы, полученные при сорбции из водных растворов 

14.2.1.1. Комплексы  с монодентатными  аминами  

В работах [5–8, 10, 14, 15, 17, 21, 22, 26] методами КФХА, электронной и ЭПР-
спектроскопии исследованы процессы сорбции ионов Cu2+ на кремнеземах, химически 
модифицированных алифатическими аминами. 

При обработке изотерм сорбции Cu(II) на образцах КХМК, перечисленных в 
табл. 14.1, в качестве свойств, аппроксимируемых моделями, выбирали [22] концен-
трации [Cu2+] в растворах после сорбции, моль/л, и/или степени заполнения поверхно-
сти КХМК ионами Cu2+ 
 fCu = (n(Cu) - [Cu2+]⋅V)/n(Q), (14.14) 
где V – объем водной фазы, л; n – количества вещества реагентов в системе, моль. Пер-
вичные данные КФХА интерпретировали с помощью моделей химических реакций и 
полидентатного связывания. По результатам моделирования установлено [22], что при 
хемосорбции образуются, преимущественно, комплексы Cu(II) с двумя лигандами. При 
минимальных степенях заполнения поверхности комплексами обнаружены комплексы 

+2
3CuQ , а при наивысших – +2CuQ . Вывод о составе комплексов подтверждается ре-

зультатами спектроскопических исследований [22]. В электронных спектрах образцов 
КХМК с сорбированными ионами Сu(II) при 0.1 < fCu < 0.3 наблюдается полоса погло-
щения с максимумом при 660 - 680 нм, соответствующая поглощению хромофора 

+2
422

/ ]O)(H)[Cu(RNHR , где R – алкильный радикал, R/ – H или алкил [45]. При 
fCu ≥  0.4 максимум поглощения находится в более длинноволновой области, что под-
тверждает образование комплексов +2

52
/ ]O))(H[Cu(RNHR . При fCu < 0.1 положение 

максимума поглощения отвечает строению хромофора +2
323

/ ]O)(H)[Cu(RNHR . В 
спектрах ЭПР при fCu < 0.3 наблюдается сверхтонкая структура, спектры аксиальные, 
g⊥ = 2.05 - 2.06; gII = 2.29 - 2.32 [3,18], 01.014.2)2)(3/1( II ±=+= ⊥ggge  [22]. Послед-
няя величина хорошо согласуется со значением ge для комплекса [Cu(NH3)2(H2O)4]2+ 
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[17]. С повышением fCu СТС исчезает, а наблюдаемый ЭПР-спектр считают суперпози-
цией спектров двух закрепленных комплексов различного состава [7, 10]. 

Нагревание водных суспензий КХМК приводит к дополнительной сорбции ионов 
Cu2+, что объясняют переходом бис-комплексов в другие продукты [22]: 

 +++ =+ 222
2 CuQ2CuCuQ . (14.15) 

При этом максимумы полос поглощения в спектрах закрепленных комплексов сдвига-
ются к 700 – 720 нм. Реакцию (14.15) можно объяснить тем, что происходит дополни-
тельная гидратация поверхностных групп, разрыхляющая структуру привитого слоя. 
Тем самым облегчается доступ сорбируемых ионов к привитым аминогруппам. Дейст-
вительно, при неполной гидратации поверхности образование комплексов 
[Cu(RNHR/)]2+ затруднено, так как близость аминогрупп не позволяет двум ионам Cu2+ 
координировать две привитые группы без изменения взаимного расположения послед-
них [22, 26]. При полной гидратации поверхности таких препятствий не возникает. 

Константы устойчивости закрепленных комплексов, определенные с помощью 
«псевдогомогенного» варианта модели химических реакций по программам SOLEX 
[316] и CLINP [252, 253], приведены в табл. 14.6 [22, 26].  

 
Таблица 14.6. Логарифмы констант устойчивости комплексов Cu(II) с 

закрепленными аминами при 20 oC и I = 0.1 моль/л (KNO3) 
Без нагревания суспензий После нагревания 

суспензий 
lg β1 lg β2 lg β1 

No 
об-
разца 

CuQ2+ +2
2CuQ  CuQ2+ 

1 Комплексов нет 
2  7.75 (0.05)  
5  7.92 (0.04)  
6  7.90 (0.02) 3.93 (0.10) 
7  7.60 (0.20)  
8 4.07 (0.08) 7.80 (0.03) 5.46 (0.04) 
9  7.83 (0.04)  

10*  9.20 (0.10)  
15  7.18 (0.04)  
11 3.68 (0.04)  4.11 (0.03) 
12  7.54 (0.01) 3.91 (0.02) 
13 4.23 (0.03)  4.46 (0.03) 
16  9.03 (0.05)  
18 4.24 (0.08)   
19  8.63 (0.07) 4.53 (0.02) 
I  6.97  
II  6.98  
III  6.70  
IV  8.15  

* фоновый электролит NaNO3; 
I-IV – аминокремнеземы, изученные в работе [10]: I, II – силохромы С-80 с концентра-
цией привитого н-пропиламина (cs) 0.825 и 2.66 мкмоль/м2

, III – силикагель КСК-1 с 
cs = 4.78 мкмоль/м2,, IV – силохром С-120 с cs = 5.58 мкмоль/м2. 
 

Устойчивость закрепленных комплексов не зависит от типа кремнезема–носителя 
(аэросил, силикагель, силохром) и близка к устойчивости аналогов в растворе [44]. 
Судя по тому, что значения β2 не зависят от концентрации привитых групп, константы 
устойчивости закрепленных комплексов нельзя считать условными по отношению к 
концентрациям аминогрупп и остаточных силанольных групп. Величины β2 сохраняют 
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постоянство и при варьировании отношений масс навесок КХМК к объемам растворов. 
Это возможно в том случае, когда объем приповерхностного адсорбционного слоя 
пропорционален объему водного раствора, т.е. справедлив именно псевдогомогенный 
вариант модели химических реакций. Табл. 14.6 содержит результаты обработки лите-
ратурных данных [10]. В этой работе константы устойчивости комплексов +2

2CuQ  рас-
считаны в рамках модели статистических бидентатных центров. Пользуясь уравнением 
(6.30), мы пересчитали найденные в [10] величины в константы, соответствующие 
псевдогомогенному варианту модели химических реакций. Полученные таким путем 
значения β2 мало отличаются от констант устойчивости других закрепленных комплек-
сов Cu(II). 

Для того чтобы определить термодинамические константы устойчивости закреп-
ленных комплексов, в работе [27] изучена сорбция Cu(II) аминокремнеземами (образцы 
10 и 18) из растворов с различными ионным силами (NaNO3 и Na2SO4). Учитывая пере-
ход в приповерхностный слой противоионов и их прочное связывание у заряженных 
центров, процесс хемосорбции ионов Cu2+ передают уравнения реакций 

 Cu2+ + 2 Q + 2 NO3
- = CuQ2(NO3)2, (14.16) 

 Cu2+ + 2 Q + −2
4SO  = CuQ2SO4. (14.17) 

При аппроксимации с помощью метода Питцера концентрационных констант равнове-
сия реакций (14.16), (14.17) получены значения lg KT, приведенные в табл. 14.7. 

 
Таблица 14.7. Термодинамические константы устойчивости 

закрепленных комплексов Cu(II) 
Реакция Фоновый электролит lg KT 

Образец 10 
(14.16) NaNO3 

Na2SO4 

12.7 (0.4) 
13.2 (0.3) 

Образец 18 
(14.17) NaNO3 12.7 (0.4) 

 
В отличие от комплексов Cu(II), комплексы других переходных металлов изу-

чены мало. В работе [28] по изотермам сорбции ионов Co2+, Ni2+ и Zn2+ из водных рас-
творов (фоновый электролит 0.1 моль/л NaNO3) при 20 оС определены константы ус-
тойчивости закрепленных комплексов ионов металлов с аминогруппами, привитыми на 
поверхность силикагеля (образец 10). Оказалось, что на поверхности КХМК образу-
ются исключительно бис-комплексы MQ2

2+ (M – ионы металлов), а логарифмы кон-
стант их устойчивости составляют 5.49±0.15 (Co), 5.44±0.15 (Ni), 7.44±0.11 (Zn). Легко 
видеть, что константы устойчивости комплексов меняются в последовательности Co ≈  
Ni < Cu > Zn, соответствующей ряду Ирвинга-Уильямса. Вывод об образовании только 
одного вида закрепленных комплексов Ni(II) подтверждается результатами электрон-
ной спектроскопии диффузного отражения: функция Гуревича–Кубелки–Мунка  

 F = (1 - R)2 / 2 R,  (14.18) 

где R – доля отраженного света, линейно зависит от концентрации сорбированного 
Ni(II). При разложении спектров поглощения по Гауссовским составляющим опреде-
лены максимумы полос поглощения при ~575 и ~770 нм [28]. Исходя из положений 
максимумов, можно предположить ромбически искаженную октаэдрическую конфигу-
рацию хромофора. 
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14.2.1.2. Комплексы  с этилендиамином  и диэтилентриамином  

Комплексообразованию переходных металлов с закрепленными En и Dien уделя-
лось довольно значительное внимание [6, 14, 15, 17, 21, 25, 26, 28, 50–53]. 

В раннем исследовании [14] получены значения pH 50%-ой сорбции (pH1/2) ионов 
металлов на Силохроме С-120 с привитым Еn: 

Cu (4.1) < Fe(III) (4.6) < Zn (6.2) < Co (6.5) < Ni (7.2) < Mn (8.3). 
Можно предположить, что в такой же последовательности уменьшается термодинами-
ческая устойчивость металлокомплексов. 

Более подробно устойчивость закрепленных комплексов охарактеризована в ра-
ботах [17, 25, 26, 28]. Исследовали сорбцию при 20 оС ионов Cu2+, Co2+ и Ni2+ из 0.1 
моль/л растворов KNO3 на образцах КХМК, охарактеризованных в п. 14.1.4 (SiO2-En1, 
SiO2-Dien1), а также на аэросиле А-175 с концентрацией Dien 0.37 ммоль/г 
(SiO2-Dien2). В отличие от SiO2-Dien1, на последнем образце в результате реакций по-
верхностной сборки функциональная группа закреплена с помощью малоподвижной 
ножки, содержащей ароматическое звено: 

O Si (CH
2
)
3

NH
2

NHNHNHC(O)NH

CH
3

NHC(O)NH

 
При исследовании сорбции ионов металлов на образцах SiO2-En1, SiO2-Dien1 

первичными данными КФХА служили зависимости от начального состава таких 
свойств хемосорбционных систем, как pH, pМ водных растворов и/или концентрации 
сорбированного металла сМ. Результаты измерений интерпретировали в рамках модели 
химических реакций. Состав закрепленных комплексов, найденный при аппроксима-
ции различных свойств равновесной системы, был одинаковым. В пределах погрешно-
сти определения совпадали и рассчитанные константы устойчивости (табл.14.8). 

Таблица 14.8. Логарифмы констант устойчивости комплексов закрепленных En и 
Dien с ионами переходных металлов 

SiO2-En1 SiO2-Dien1 Ион 
металла 

(M) 
lg β1(M2+ + En = 

MEn2+) 
lg β1(M2+ + HEn+ = 

= MHEn2+) 
lg β1(M2+ + Dien = 

= MEn2+) 
Co2+ 3.21 (0.14)   
Ni2+ 3.35 (0.04)   
Cu2+ 6.60 (0.10) 3.69 (0.02) 9.80 (0.10) 

Сорбция Cu2+ на КХМК SiO2-En1 обусловлена образованием двух типов закреп-
ленных комплексов, причем малопрочный протонированный комплекс CuHЕn3+ не 
имеет аналогов в растворах, хотя для Dien подобный комплекс обнаружен [44]. У 
КХМК с закрепленными на поверхности этилендиаминовыми комплексами Cu2+ на-
блюдается широкая полоса поглощения с максимумом при 630 нм. Положение макси-
мума такое же, как у неиммобилизованных комплексов CuEn(NO3)2 [45]. Образование 
двух типов комплексов при сорбции Cu2+ образцом SiO2-En1 проявляется в характере 
зависимости функции Гуревича – Кубелки – Мунка от сCu (рис. 14.13): наблюдается из-
лом при cCu, соответствующей переходу от сорбции из кислых растворов (pH ≤ 5) к 
сорбции из нейтральных и слабощелочных сред (pH > 5) [25].  

Положение максимумов в электронных спектрах поглощения закрепленных ком-
плексов Ni(II) (575 нм и 760-780 нм) не зависит от концентрации сорбированного ме-
талла сNi, а функция Гуревича–Кубелки–Мунка линейно возрастает с увеличением сNi 
[28]. Эти данные подтверждают вывод об образовании закрепленного комплекса 
только одного типа. Как и для комплекса Ni(II) с н-пропиламином, на основании поло-
жения максимумов поглощения комплексу с этилендиамином приписали [28] ромби-
чески искаженную октаэдрическую конфигурацию хромофора [54]. 
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Рис. 14.13. Зависимость функции Гуревича – Кубелки – Мунка от cCu, ммоль/г. 

1 – En, 2 – Dien. 
Данные электронной спектроскопии позволили прийти к выводу, что на поверх-

ности SiO2-En1 присутствуют закрепленные комплексы Сo(II) с искаженными октаэд-
рической (поглощение около 500 нм) и тетраэдрической (поглощение около 600 – 700 
нм) конфигурациями хромофора [28]. Их сосуществование объясняли частичной де-
гидратацией закрепленного комплекса после его выделения: 

 
  тетраэдр                              октаэдр  

искаженный                      искаженный  
]O)[CoEn(H

OH2
]O)[CoEn(H 2

22
22

42
++

−
→

. (14.19) 

Максимум поглощения комплекса Cu2+ с Dien1 приходится на 680 нм, что соот-
ветствует координации иона Cu2+ тремя атомами азота молекулы Dien [54]. Образова-
ние лишь одного комплекса с Dien согласуется с линейной зависимостью функции Гу-
ревича – Кубелки – Мунка от сCu. 

Устойчивость комплексов с En меняется в последовательности, соответствующей 
ряду Ирвинга–Уильямса, а комплексы с Dien, как и следовало ожидать, прочнее. Полу-
ченные результаты позволяют с высокой долей уверенности заключить, что при ком-
плексообразовании и En, и Dien используют свою дентатность полностью. Уменьшение 
констант устойчивости комплексов при иммобилизации связывали с конкуренцией ме-
жду ионами металлов и слабокислыми поверхностными силанольными группами за мо-
лекулы En и Dien, а также с необходимостью разрыва водородных связей привитых 
аминов с силанольными группами поверхности кремнезема [25, 28]. 

Иные результаты были получены при исследовании сорбции Co(II) и Cu(II) на 
образце SiO2-Dien2 [17, 26]: на поверхности образуются сравнительно нестойкие бис-
комплексы: lg β2(Сu2+ + 2 Dien = [CuDien2]2+) = 5.88; lg β2(Сo2+ + 2 Dien = [CoDien2]2+) = 
3.88. Максимумы поглощения комплексов наблюдаются при 670-710 нм (Cu) и 600-700 
нм (Со), что характерно для комплексов с икаженно-тетраэдрической конфигурацией 
хромофоров. Учитывая низкие константы устойчивости комплексов и координацию 
ионами металлов двух молекул Dien, авторы [17] предположили, что закрепленный ли-
ганд не реализует свою максимальную дентатность. 

14.2.2. Комплексы, полученные при сорбции из неводных растворов 

14.2.2.1. Комплексы  с монодентатными  аминами  

В работах [9, 17, 18, 21, 26, 51–53] экспериментально изучено влияние раствори-
теля и природы аниона сорбируемых солей на состав, устойчивость и структуру за-
крепленных комплексов Cu(II) и Co(II) с привитыми аминами. Как и при сорбции солей 
из водных растворов, преимущественно образуются закрепленные бис-комплексы 
(табл. 14.9). 
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Таблица 14.9. Логарифмы констант устойчивости комплексов, закрепленных на 
поверхности аминокремнеземов (псевдогомогенный вариант модели 

химических реакций) 
No образца 
из табл. 14.1 

Сорбтив Раство-
ритель 

сs, 
мкмоль/м2 

MQ 
lgβ11 

MQ2 

lgβ21 
MQ3 

lgβ31 
8 
6 

Сu(ClO4)2 
СоClO4)2 

АЦЛ 
ПК 

4.31 
3.13 

 
1.73 

5.10 
4.06 

8.76 
 

 
8 

 
Сo(BF4)2 

 

АЦЛ 
ДМФ 
АЦН 
ПК 

 
4.31 

 

 
 

2.85 
 

5.59 
6.03 
5.65 
5.13 

 

6 Сu(BF4)2 АЦЛ 3.13 2.20 6.06  
* 
6 
8 

 
Сu(ClO4)2 

АЦЛ 
МЕТ 
ПК 

2.80 
3.13 
3.13 

2.82 
 
 

5.68 
4.99 
3.85 

 

* 
6 

Ni(ClO4)2 АЦЛ 
ПК 

2.80 
3.13 

 
1.62 

5.22 
3.66 

 

* аэросил А-175 с концентрацией привитого н-пропиламина 0.49 ммоль/г. 

При построении изотерм сорбции перхлоратов металлов эксперимент планиро-
вали таким образом, чтобы обеспечить дискриминацию псевдогомогенного и гетеро-
генного вариантов модели химических реакций: при постоянной начальной концентра-
ции соли (3-7 ммоль/л) варьировали навески КХМК от 0.05 г до 1 г. Оказалось [17], что 
выводы о составе образующихся комплексов одинаковы при использовании обоих ва-
риантов модели, но лучшее качество аппроксимации изотерм сорбции обеспечивает 
гомогенный вариант. 

В электронных спектрах закрепленных комплексов, полученных при сорбции 
Сu(BF4)2, наблюдается полоса поглощения, максимум которой с увеличением степени 
заполнения поверхности металлом смещается от 715 нм (fCu  = 0.12) до 780 нм 
(fCu  = 0.56) [17, 26]. Эту полосу приписывали d-d переходам в искаженном тетраэдри-
ческом комплексе меди(II). Батохромное смещение максимума связывали с образова-
нием при избытке в системе сорбтива смеси комплексов различного состава (см. табл. 
14.9). Сосуществование на поверхности нескольких комплексов подтверждено дан-
ными ЭПР-спектроскопии: в спектрах комплексов, полученных при fCu= 0.12, наблюда-
ется четкая СТС сигнала gII, что свидетельствует об однородности состава закреплен-
ных координационных соединений. Спектр описывается спин-гамильтонианом с пара-
метрами gII = 2.275; g⊥ = 2.005; АII = 165 Э [26]. При избытке же соли компоненты СТС 
уширяются вследствие наложения сигналов gII комплексов различного состава. Нали-
чие в ИК-спектрах полос поглощения при 3400-3600 см-1 позволило предположить, что 
наряду с аминогруппами во внутреннюю координационную сферу входят силанольные 
группы. Совокупность результатов КФХА и спектроскопии привела к заключению [26, 
53], что сорбция Cu(BF4)2 описывается уравнением реакции 

 .)](BFSiOH)(R)[Cu(RNH)Cu(BFSiOHR2RNH2 242
/

2224
/

2 =++  (14.20) 
Нетривиальными изменениями в составе закрепленных комплексов сопровожда-

ется переход от сорбции борфторидов и перхлоратов к сорбции хлоридов металлов. В 
малополярных растворителях образуются комплексы с эквимолярным содержанием ме-
талла и лиганда. Согласно данным электронной спектроскопии [17], во внутренней ко-
ординационной сфере искаженно-тетраэдрического комплекса по-прежнему находятся 
две аминогруппы, а в качестве противоиона выступает комплексный анион ][MCl2

4
− ; 

хемосорбцию описывает уравнение реакции 

 ],][MCl[MQQ2MCl2 422 =+  (14.21) 
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где Q  – закрепленный амин. Логарифмы констант устойчивости закрепленных комп-
лексов приведены в табл. 14.10 и 14.11 (точность определения параметров охарактери-
зована числом значащих цифр). 

Таблица 14.10. Логарифмы констант устойчивости закрепленных комплексов 
CoCl2 с н-пропиламином, закрепленным на поверхности кремнезема, в ДМФ 

No образца 
из табл. 14.1 

Растворитель [СoQ2][CoCl4] 
lgβ22 

CoQ2Cl2 

lgβ21 
CoQ3Cl2 

lgβ31 
8* 
8** 
8*** 

 
ДМФ 

 6.37 
6.56 
6.0 

9.82 
10.12 

9.4 
11 ДМФ  5.78  
10 ДМФ  5.44  
6 АЦЛ 9.37 5.70  

11 АЦЛ 8.86 6.08  
9  АЦЛ 9.77 6.85  
6 АЦН 12.77   
6 МЕТ   8.62 

10 АЦЛ 9.2 6.72 8.90 
8* – навеска КХМК 0.05 г; 8** – навеска 0.10 г; 8*** – навеска 0.20 г. 

Таблица 14.11. Логарифмы констант устойчивости закрепленных комплексов 
CuCl2 с н-пропиламином, закрепленным на поверхности кремнезема 
No образца 
из табл. 14.1 

[СuQ2][CuCl4] 

lgβ22 
CuQ2Cl2 

lgβ21 
CuQ3Cl2 

lgβ31 
2 6.93  9.39 
5 8.17   
6   8.25 
7 7.81 5.89 9.90 
8 7.04  10.95 

Доминирование на поверхности КХМК бис-комплексов можно связать с арочной 
структурой привитого слоя. При образовании бис-комплексов лиганды, прижатые к 
поверхности водородными связями с силанольными группами, не должны менять свое 
положение. Образование комплексов, во внутреннюю координационную сферу кото-
рых входит лишь один привитый лиганд, происходит с разрушением арочной струк-
туры привитого слоя при отрыве привитых групп от поверхности. Кроме того, что этот 
процесс сам требует затрат энергии, с увеличением расстояния между комплексообра-
зователем и поверхностью стабилизация комплексов за счет вхождения силанольных 
групп в их координационную сферу становится невозможной. 

Устойчивость закрепленных комплексов не зависит от концентрации привитых 
аминов. При сорбции солей кобальта и меди из неводных растворителей удалось [53], 
пожалуй впервые в практике исследований, выявить влияние типа кремнезема–носите-
ля на процессы комплексообразования. Особенно ярко влияние пористости кремнезема 
проявляется при образовании объемных комплексов МQ3Cl2: при сорбции из ДМФ и 
МЕТ на поверхности непористых образцов 2, 5–8 такие комплексы образуются, причем 
константы их устойчивости высоки, а при сорбции на мезопористых образцах 10 и 11 
аналогичные комплексы или не образуются вовсе, или их константы устойчивости ано-
мально низки. 

14.2.2.2. Комплексы  с этилендиамином  и диэтилентриамином  

Важные выводы о влиянии аниона сорбируемой соли и растворителя на образо-
вание закрепленных металлокомплексов получены [17, 26] при исследовании сорбции 
солей кобальта(II), никеля(II) и меди(II) на поверхности ранее упоминавшегося КХМК 
SiO2-Dien2 и на образце SiO2-En2 
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O Si (CH
2
)
3

NHC(O)NH CH
3

NHC(O)NH NH NH
2  

В случае SiO2-En2 носителем служил непористый аэросил А-175, а концентрация при-
витых групп En составляла 0.39 ммоль/г [17]. Подобно SiO2-Dien2, этот сорбент полу-
чен методом поверхностной сборки [12, 55]. Первичными данными КФХА служили за-
висимости концентраций солей в растворах после сорбции и степеней заполнения по-
верхности КХМК ионами металлов от начального состава сорбционных систем. Равно-
весия моделировали в рамках псевдогомогенного варианта модели химических реакций 
[17]. Полезную информацию о составе и структуре комплексов предоставили также 
спектральные методы: ИК- и электронная спектроскопия [17]. Как и в случае моноден-
татных аминов, состав закрепленных комплексов зависел и от природы растворителя, и 
от типа аниона; обнаружены комплексы MQ2A2, [MQ2][MCl4], [MQ][MCl4], где Q – En 
или Dien, A – хлорид или перхлорат-ионы. Комплексы, в состав внутренней координа-
ционной сферы которых входят по два закрепленных лиганда, преобладают во всех 
изученных системах. Рассчитанные логарифмы констант устойчивости приведены в 
табл. 14.12 – 14.14 (погрешность определения параметров не превышает 0.15). 

Таблица 14.12. Логарифмы констант устойчивости комплексов Cu(II), закрепленных 
на поверхности SiO2-Dien2, при 25 оС [17, 26] 

A- Растворитель (CuA2)2Dien (CuA2)2Dien2 CuA2Dien2 
−
4ClO  АЦН   5.40 

 
Cl- 

АЦН 
АЦЛ 
МЕТ 
ДМФ 
ПК 

ДМСО 

6.49 
4.53 

 
 

8.09 

5.98 
5.94 
5.62 
5.33 
5.06 
4.81 

Таблица 14.13. Логарифмы констант устойчивости комплексов Co(II), закрепленных 
на поверхности SiO2-Dien2, при 25 оС [17, 26] 

A- Растворитель (CoA2)2Dien (CoA2)2Dien2 CoA2Dien2 
−
4ClO  

 
АЦН 
АЦЛ 

  5.84 
4.99 

 
Cl- 

АЦН 
АЦЛ 
МЕТ 
ДМФ 
ПК 

ДМСО 

6.20 
 

9.60 
8.76 

5.69 
5.65 
4.65 
4.64 
4.07 
4.15 

Таблица 14.14. Логарифмы констант устойчивости комплексов CuCl2 и CoCl2, 
закрепленных на поверхности SiO2-En2, при 25 оС [17, 26] 

Раствори-
тель 

(CuCl2)2En2 CuCl2En2 (CoCl2)2En2 CoCl2En2 

АЦН 
АЦЛ 
ПК 
МЕТ 
ДМСО 
ДМФ 

9.56 
6.56 
7.19 

 
5.07 
4.98 
4.80 
4.12 
3.88 

8.57 
7.39 

 
5.28 

 
3.34 
3.40 
4.06 

 



Глава  14.  Протолитические  и  комплексообразующие  свойства  кремнеземов ,  
химически  модифицированных  алифатическими  аминами  

 229

Связывание солей металлов привитыми En и Dien происходит подобным обра-
зом. Но для сорбента SiO2-Dien2 объем полученной информации больше. Поэтому оха-
рактеризуем выявленные закономерности на примере комплексов с Dien. Комплексы с 
молярными соотношениями M:Dien = 2:1 и 1:1 образуются лишь в ацетоне, ацетонит-
риле и метаноле и только при сорбции хлоридов. Очевидно, что хлорид-ионы участ-
вуют в формировании внутренней координационной сферы. Учитывая, что в электрон-
ных спектрах наблюдается полоса поглощения при ~1000 нм, присущая тетрахлоранио-
нам, процесс хемосорбции описали [17] уравнениями реакций: 

 

Q + 2 MCl2 =
NH2

NH
M

Cl

Cl
M

Cl

Cl

 (14.22) 

 

M
N H N H 2

N H 2N H

2 +

[MCl4]2-
2 Q + 2 M C l2 =

 (14.23) 

Поскольку ион −
4ClO  мостиковыми свойствами не обладает и не способен к образова-

нию анионных металлокомплексов, то не удивительно, что при сорбции перхлоратов 
подобные комплексы не образуются. Переход от АЦН и АЦЛ к растворителям с более 
выраженной сольватирующей способностью разрушает хлорокомплексы. Как и следо-
вало ожидать, комплексы Cu(II) прочнее комплексов Co(II). 

В противоположность комплексам (MА2)2Dien и (MА2)2Dien2, комплексы 
MA2Dien2 образуются при сорбции как хлоридов, так и перхлоратов металлов практи-
чески из всех изученных растворителей (табл. 14.12, 14.13). Комплексы меди(II) более 
прочные, что отвечает общим закономерностям устойчивости аминокомплексов. В 
спектрах поглощения комплексов Cu(II) максимум поглощения наблюдается при 
670-710 нм, что характерно для искаженно-тетраэдрического окружения иона меди 
[54]. Все вышеизложенное позволило предложить следующую схему реакции комплек-
сообразования [17] 

 

2 Q + MA2 =

NH NH2

NHH2N
MA A

 (14.24) 
Удалось построить простые корреляционные соотношения, связывающие свой-

ства растворителей с константами устойчивости закрепленных комплексов (табл. 
14.15) [56], причем характер полученных зависимостей не противоречит ни обычным 
представлениям о влиянии растворителя на константы устойчивости комплексов в рас-
творах, ни сделанному ранее выводу об определяющем влиянии диэлектрической про-
ницаемости и донорных свойств среды на устойчивость закрепленных комплексов [57].  
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Таблица 14.15. Корреляционные уравнения, описывающие влияние свойств 
растворителя на устойчивость закрепленных комплексов Co(II) и Cu(II) с Dien 

Co(II) Cu(II) 
Уравнение r Уравнение r 

lg β21 = 5.11 + 5.43/ε -0.015⋅ε 0.82 lg β21 = 6.01 + 6.325/ε -0.015⋅ε 0.80 

lg β21 = 5.30 - 0.058⋅ε⋅DN 0.88 lg β21 = 6.50 - 0.046⋅ε⋅DN 0.83 

DN – нормализованные донорные числа Гутмана, ε – диэлектрическая проницае-
мость чистого растворителя, r – коэффициент корреляции. 

 
Устойчивость комплексов в растворах увеличивается с ростом дентатности ли-

гандов. Так, логарифмы констант устойчивости комплексов +2
2CuL , где L – метиламин, 

этилендиамин, диэтилентриамин, в водных растворах при 25 оС соответственно равны 
7.51; 19.5; 21.2 [44]. При комплексообразовании на поверхности КХМК, полученных 
методом поверхностной сборки, указанная закономерность не выполняется: закреплен-
ные комплексы Dien лишь немногим прочнее комплексов En. Ранее (см. п. 14.2.1.2) 
уже отмечалось, что, возможно, закрепленный Dien не полностью использует свою 
дентатность, и строение координационных узлов комплексов на SiO2-En2 и SiO2-Dien2 
одинаково. Дополнительный аргумент в пользу высказанного предположения предос-
тавили результаты кластерного анализа массива данных о константах устойчивости 
закрепленных комплексов MA2Q2, где Q – закрепленные Dien2 и бидентатные ли-
ганды – En2, 2- и 8-аминометилхинолин (2-АМХ и 8-АМХ) [26]. Классификации под-
лежали четыре сорбента, а их численными признаками служили логарифмы констант 
устойчивости в АЦЛ, ПК, ДМФ, ДМС и воде. Иерархическое дерево, полученное при 
использовании алгоритма, описанного в п. 13.3, показано на рис. 14.14. Легко убе-
диться, что сорбенты SiO2-En2 и SiO2-Dien2 образуют один кластер. 

SiO2-8-АМХ

SiO2-Dien2

SiO2-En2

SiO2-2-АМХ

0.98

0.95

 
Рис. 14.14. Результаты классификации КХМК с привитыми лигандами различной 

дентатности. Указаны средние значения функций принадлежности объектов 
кластерам. 

 
Существенное влияние конформационной подвижности ножки на свойства за-

крепленных лигандов и комплексов подтверждается и данными [55, 58]. Так, при сорб-
ции борфторида меди(II) на образце КХМК с привитым Dien, полученном силаниза-
цией кремнезема (ножка – конформационно подвижный алкил), образуются комплексы 
Cu(II) с двумя  молекулами Dien с конфигурацией хромофора CuN6 (максимум полосы 
поглощения при 660 нм, параметры спин-гамильтониана ЭПР спектра g|| = 2.24, 
A|| = 175 Э), причем спектральные свойства комплексов при введении в систему ацидо-
лигандов не меняются. Таким образом, координационная сфера закрепленного ком-
плекса полностью заполнена атомами азота Dien, т.е. дентатность Dien использована 
полностью. 
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Итак, важнейшими особенностями комплексообразования с участием 
привитых аминов следует считать: 

• преимущественное образование бис-комплексов; 
• близость констант устойчивости закрепленных комплексов и аналогов 

в растворах;  
• влияние гидратации приповерхностного слоя на состав комплексов; 
• зависимость состава и устойчивости комплексов от конформационной 

подвижности ножки; 
• прочную фиксацию противоионов у заряженных центров поверхности. 

Глава 15. Протолитические и комплексообразующие свойства 
кремнеземов, химически модифицированных 

азотсодержащими гетероциклами 
Сорбционные свойства кремнеземов, химически модифицированных азотсодер-

жащими гетероциклами: 1,10-фенантролином (phen), 2,2'-дипиридилом (bipy), 2- и 8-
аминометилхинолинами (2-АМХ и 8-АМХ), 8-оксихинолином, бензимидазолом, 
2-меркаптобензимидазолом, 2- и 4-аминопиридинами), состав, структура и термодина-
мическая устойчивость соответствующих закрепленных металлокомплексов подробно 
охарактеризованы в монографии [26]. Это позволяет нам в данной работе остановиться 
лишь на тех аспектах, которые важны для построения корреляционных уравнений, поз-
воляющих количественно описывать и предсказывать константы устойчивости закреп-
ленных комплексов. 

15.1. Кремнезем, модифицированный 2-аминометилхинолином: 
протолитические свойства  и сорбция ионов переходных 

металлов из водных растворов 
Сорбент SiO2-2-АМХ 

Si (CH
2
)
3

O

O

O

NHC

CH
3

NHC(O)NH

(NH-L)

 
где L – 2-метилхинолин, был получен методом поверхностной сборки при последовате-
льной химической модификации исходного аминокремнезема [12]. Носителем служил 
аэросил А-175, удельная концентрация 2-АМХ составляла 0.36 ммоль/г. Протолитичес-
кие свойства 2-АМХ исследовали рН-метрическим титрованием при 20 оС суспензий 
КХМК в водных растворах NaCl, KCl, NaNO3, Na2SO4 или MgSO4 раствором хлорово-
дородной кислоты [59]. Обработка первичных данных КФХА с помощью модели хими-
ческих реакций показала, что привитый 2-АМХ ведет себя как одноосновное слабое ос-
нование, а протонизация 2-АМХ, подобно алифатическим аминам, сопровождается го-
мосопряжением привитых лигандов. Рассчитанные константы равновесия (смешанные 
KH и концентрационные КГ) приведены в табл. 15.1. Величины lg KH близки к значению 
4.94, сообщаемому в работе [60] для хинолина. Вероятно, ион водорода присоединяется 
к атому азота в хинолиновом ядре, а основность второго атома подавлена из-за его вхо-
ждения в амидную группировку. Реакция гомосопряжения, не характерная для хиноли-
нов в растворах [60], учитывает латеральные взаимодействия привитых групп. Поско-
льку средняя поверхностная концентрация привитых молекул 2-АМХ низка, необходи-
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мость дополнять в моделях протонизацию реакцией гомосопряжения указывает на ост-
ровковую топографию поверхности КХМК. Очевидно, этот тип топографии, возникший 
еще на стадии силанизации кремнезема, сохраняется при последующей химической мо-
дификации аминокремнезема. Хотя константы протонизации привитого 2-АМХ и хино-
лина в растворе близки, при добавлении в системы с эквимолярным содержанием этих 
реагентов одинаковых количеств  вещества сильной кислоты равновесные значения рН 
выше в случае 2-АМХ (рис. 15.1). Этот парадокс  кажущийся: в случае 2-АМХ вследст-
вие реакции гомосопряжения происходит дополнительное (по сравнению с хинолином) 
связывание Н+, и величины pH, при которых привитые лиганды уже заметно протони-
рованы, выше, чем в случае неиммобилизованного аналога. 

Таблица 15.1. Логарифмы констант равновесия реакций с участием 2-АМХ 
Концентрация фонового электролита NaNO3 в растворе, моль/л Параметр 
0.1 0.27 0.33 0.5 0.75 1 

lg KH 4.98±0.04   4.91±0.06 4.66±0.06 4.96±0.04 
lg KГ 3.71±0.05   3.37±0.07 3.69±0.06 3.28±0.06 

lg KH + lg KГ 8.69±0.06 8.39±0.10 8.15±0.12 8.28±0.08 8.35±0.08 8.24±0.10 
 Концентрация фонового электролита NaCl в растворе, моль/л 

Параметр 0.1 0.27 0.33 0.43 
lg KH 4.47±0.03 4.44±0.05 4.48±0.04 4.80±0.05 
lg KГ 3.73±0.04 3.90±0.09 3.83±0.07 3.63±0.10 

lg KH + lg KГ 8.20±0.07 8.34±0.06 8.31±0.05 8.43±0.08 
 Концентрация фонового электролита KCl в растворе, моль/л 

Параметр 0.1 0.27 0.33 0.43 
lg KH   3.63±0.12 3.0±0.4 
lg KГ   3.92±0.18 4.6±0.5 

lg KH + lg KГ 7.67±0.08 7.64±0.07 7.55±0.08 7.63±0.06 
 Концентрация фонового электролита Na2SO4 в растворе, моль/л 

Параметр 0.1 0.27 0.33 0.43 
lg KH 5.04±0.03 5.11±0.03 5.60±0.03 5.61±0.05 

 Концентрация фонового электролита MgSO4  в растворе, моль/л 

Параметр 0.1 0.27 0.33 0.43 
lg KH 4.61±0.05 4.72±0.03 5.05±0.05 5.10±0.05 
lg KГ 3.61±0.10 3.43±0.08 3.22±0.14 2.97±0.18 

lg KH + lg KГ 8.22±0.07 8.16±0.07 8.27±0.12 8.06±0.15 
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Рис. 15.1. Кривые титрования водного раствора хинолина (1, расчет) и суспензии 
SiO2-2-АМХ (2, эксперимент). V = 20 мл, концентрации хинолина и 2-АМХ 3.62 

ммоль/л, титрант – раствор HCl с концентрацией 5.17 ммоль/л. 
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Оценивание энергетической неоднородности образца 2-АМХ также приводит к 
выводу об островковом заполнении поверхности привитыми группами. Расчет функции 
распределения молекул 2-АМХ по логарифмам констант их протонизации p(lg KH) об-
наруживает группы с большей и меньшей основностью (рис. 15.2). Поскольку варьиро-
вание ионной силы раствора мало влияет на характер функций распределения, вклад 
электростатических взаимодействий в формирование энергетической неоднородности 
КХМК мал, а доминируют эффекты биографической неоднородности. У лигандов, на-
ходящихся внутри островков (их доля 40 – 45 %), значения lg KH лежат в интервале 5 –
7, а у остальных групп – в интервале 4 – 5.5. 

 

4 5 6 7
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0.6
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4 5 6 7

4
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lg KН  
Рис. 15.2. Функции распределения привитых групп 2-АМХ по логарифмам констант 
протонизации p(lg KH). Концентрации NaNO3 в растворе: 1 – 0.1; 2 – 0.5; 3 – 0.75; 

4 – 1 моль/л. 

Присутствие в растворах 1-1 электролитов NaCl, NaNO3 или KCl примерно оди-
наково сказывается на протолитических свойствах 2-АМХ, лишь в случае KCl кон-
станты протонизации несколько ниже. При замене 1-1 электролитов на 1-2 электролит 
Na2SO4 модель равновесий меняется: не обнаруживается реакция гомосопряжения, а 
константы протонизации KH увеличиваются на порядок. Причину этого усматривали 
[26, 59] в существенно большей гидратации сульфат-иона по сравнению с однозаряд-
ными анионами.  Переходя из раствора в приповерхностный слой, сульфат-ионы со-
храняют почти всю гидратную оболочку и, как результат, надежно экранируют приви-
тые группы 2-АМХ друг от друга. 2-2 электролит MgSO4 занимает промежуточное по-
ложение между 1-1 электролитами и сульфатом натрия: в моделях проявляется реакция 
гомосопряжения, хотя и с более низкими константами равновесия, чем в случае 1-1 
электролитов, а константы протонизации, напротив, имеют более высокие значения. 
Можно сделать вывод, что замена в фоновом электролите ионов Na+ на ионы Mg2+ 
уменьшает влияние сульфат-ионов на привитые реагенты. Это, по всей вероятности, 
связано с тем, что ионы Mg2+, имеющие сравнительно высокий заряд и сосредоточен-
ные в диффузной части двойного электрического слоя, затрудняют проникновение 
сульфат-ионов к поверхности КХМК и ослабляют их экранирующее действие. 

Кардинальные отличия во влиянии электролитов различной природы на свойства 
закрепленных реагентов обнаружены и при исследовании комплексов 2-АМХ с ионами 
Cu2+ [26, 59]. Равновесия комплексообразования описали с помощью модели химиче-
ских реакций (табл. 15.2). Обнаружено, что при сорбции Cu(II) из растворов, солевой 
фон в которых создан 1-1 электролитами NaCl и NaNO3, на поверхности КХМК обра-
зуются, преимущественно, бис-комплексы CuQ2

2+ (выход комплексов эквимолярного 
состава CuQ2+ не превышает 10 % от общей концентрации ионов металла в системе). 
Образование бис-комплексов возможно только при островковом заполнении поверхно-
сти привитыми лигандами. Как и при образовании комплексов Cu(II) с алифатическими 
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аминами, аномально низкая устойчивость комплексов CuQ2+ связана с тем, что они об-
разуются лишь при существенном изменении взаимного расположения лигандов, тре-
бующем разрушения системы водородных связей в приповерхностном слое [61] (ср. 
рис. 15.3 и 15.4). 
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Рис. 15.3. Схема образования закрепленного бис-комплекса без изменения взаимного 

расположения лигандов. 
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Рис. 15.4. Необходимость изменения взаимного расположения лигандов при 
образовании закрепленных комплексов эквимолярного состава. 

 
В случае фонового электролита Na2SO4 бис-комплексы на поверхности не обра-

зуются, поскольку, как и в случае протолитических равновесий, сульфат-ионы экрани-
руют закрепленные лиганды друг от друга. Переход от Na2SO4 к MgSO4 ослабляет эк-
ранирующее действие сульфат-ионов, вследствие чего наблюдается образование бис-
комплексов, хотя и с меньшим выходом, чем при использовании 1–1 электролитов. 

 
Таблица 15.2. Логарифмы констант устойчивости закрепленных комплексов 

Cu(II) и 2-АМХ 
Концентрация NaNO3 в растворе, моль/л Параметр 

0.1 0.27 0.33 0.43 
lg β1(Cu2++Q=CuQ2+) ~2.7±0.4 3.38±0.06 ~2.9±1.4 ~3.3±0.4 

lg β2(Cu2++2 Q =CuQ2
2+) 6.50±0.10 6.7±0.2 7.49±0.11 7.56±0.09 

Концентрация NaCl в растворе, моль/л Параметр 
0.1 0.27 0.33 0.43 

lg β1(Cu2++Q=CuQ2+) ~3.5±0.5 ~3.0±0.6 ~3.2±0.5 ~3.0±0.7 
lg β2(Cu2++2 Q =CuQ2

2+) 7.64±0.10 7.2±0.25 6.97±0.11 7.10±0.11 
Концентрация Na2SO4 в растворе, моль/л Параметр 

0.1 0.27 0.33 0.43 
lg β1(Cu2++Q=CuQ2+) 4.13±0.09 4.54±0.07 4.10±0.09 3.88±0.10 

Концентрация MgSO4 в растворе, моль/л Параметр 
0.1 0.27 0.33 0.43 

lg β1(Cu2++Q=CuQ2+) 3.82±0.05 3.56±0.08 3.60±0.10 3.28±0.05 
lg β2(Cu2++2 Q =CuQ2

2+) ~8.0±0.5 ~7.6±0.3  ~6.6±0.6 
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Помимо комплексов Cu(II), изучено образование комплексов Co(II), Ni(II), Mn(II) 
и Cd(II) с привитыми группами 2-АМХ. При концентрации фонового электролита NaCl 
0.1 моль/л на поверхности КХМК образуются бис-комплексы с логарифмами констант 
устойчивости 6.3±0.2 (Co); 6.8±0.2 (Ni); 6.6±0.3 (Mn) и 6.7±0.2 (Cd). Константы устой-
чивости меняются в последовательности Co < Ni < Cu > Mn, соответствующей ряду 
Ирвинга–Уильямса. 

О строении закрепленных комплексов судили по их электронным спектрам (рис. 
15.5). В спектрах комплексов Cu(II) присутствуют три полосы поглощения – одна в 
ультрафиолетовой области и две в видимой с максимумами при 540 нм и 655 нм. Судя 
по положению максимумов поглощения, хромофор имеет искаженно-октаэдрическую 
конфигурацию. Максимумы полос поглощения закрепленных комплексов Co(II) при-
ходятся на 550 и 760 нм (рис. 15.3), что характерно для низкоспиновых аксиально ис-
каженных комплексов Co(II) [54]. 

400 500 600 700 800 900

2-АМХ
Cu(II)-2-АМХ

Co(II)-2-АМХF

λ, нм
 

Рис. 15.5. Спектры поглощения сорбента SiO2-2-АМХ в отсутствие и в присутствии 
сорбированных ионов металлов. 

 
Таким образом, на протолитические и комплексообразующие свойства 

2-аминометилхинолина, привитого на поверхность кремнезема, определяю-
щее влияние оказывают островковая топография поверхности КХМК, при-
водящая к выраженной энергетической неоднородности сорбента, а также 
тип фонового электролита водного раствора. 

15.2. Влияние растворителей и анионов сорбируемых солей на 
состав и устойчивость комплексов переходных металлов с 

1,10-фенантролином, 2,2/-дипиридилом, 2- и 
8-аминометилхинолинами, закрепленными на поверхности 

аэросила 
Комплексообразующие кремнеземы, модифицированные 2,2/-дипиридилом (0.125 

ммоль/г), 1,10-фенантролином (0.25 ммоль/г), 8-АМХ (0.42 ммоль/г), были получены 
по схеме поверхностной сборки и имели то же строение, что и SiO2-2-АМХ (см. п. 
15.1). В работах [26, 61–65] подробно изучены процессы комплексообразования при 
сорбции хлоридов меди(II) и кобальта(II) и тетрафторбората никеля(II) из водных и 
неводных растворов на поверхности этих образцов КХМК. Как и в случае закреплен-
ных En2 и Dien2, при сорбции хлоридов образуются комплексы двух типов: 
 ]),][MCl([MQQClMQ2MCl2 422422 =+  (15.1) 

 ,QMClQ2MCl i)(2
2i

i)(2
i

+−+− =+  (15.2) 
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где Q – гетероциклические лиганды, i = 2 при сорбции солей из растворов в АЦН, 
АЦЛ, ПК; i = 0 – при сорбции из ДМС и воды; i = 0, 1, 2 – при сорбции из ДМФ и МЕТ. 
Комплексы [MQ2][MCl4] наиболее устойчивы в АЦН, АЦЛ, ПК, а комплексы   

+− )(2
2QMCl i

i – в ДМФ, ДМС и воде. В АЦН при избытке в растворе солей металла на-

ряду с комплексом [MQ2][MCl4] образуется и комплекс [MQ][MCl4]. Так как анион −
4BF  

не образует анионных комплексов, то сорбция Ni(BF4)2 из всех растворителей приводит 
к образованию NiQ2(BF4)2, а комплексы, аналогичные продуктам реакций (15.1), не об-
разуются ни в каких растворителях. Выводы о составе комплексов и заключения о стро-
ении их координационных сфер подтверждены данными ЭПР- и электронной спектро-
скопии [26, 62, 65]. 

Логарифмы констант устойчивости комплексов [MQ2][MCl4] (lg β22) и 
+− )(2

2QMCl i
i  (lg β21) приведены в табл. 6.2 – 6.5 (для комплексов 2-АМХ и 8-АМХ), и в 

публикациях [26, 64, 65] (для комплексов с bipy и phen). В согласии с общими принци-
пами координационной химии, комплексы phen прочнее комплексов bipy, а комплексы 
2-АМХ устойчивее, чем 8-АМХ; константы устойчивости комплексов увеличиваются в 
последовательности Co < Ni < Cu, представляющей собой часть ряда Ирвинга–
Уильямса. 

При исследовании комплексообразования ионов металлов с азотсодер-
жащими гетероциклами подтверждается ранее сделанный вывод (см. 
п. 14.2.2.2) о влиянии природы аниона сорбируемой соли на состав закреп-
ленных комплексов. Если анион обладает мостиковыми свойствами и скло-
нен к образованию анионных металлокомплексов, то в слабосольватирую-
щих растворителях связывание иона металла привитыми лигандами сопро-
вождается переходом в приповерхностный слой другого иона металла в сос-
таве анионного металлокомплекса. Еще отчетливее, чем при образовании 
комплексов ионов металлов с алифатическими аминами, обнаруживает себя 
тенденция к образованию на поверхности КХМК бис-комплексов. Констан-
ты устойчивости закрепленных комплексов на несколько порядков ниже 
констант устойчивости аналогов в растворе, причем при закреплении сни-
жается различие в устойчивости комплексов с разными лигандами. Очевид-
но, большой объем и малая подвижность ножки, связывающей лиганды с 
поверхностью, создают серьезные стерические препятствия для комплексо-
образования. 

Полезным результатом мы считаем количественную оценку влияния свойств рас-
творителей на константы устойчивости закрепленных комплексов, тем более что най-
денные соотношения отличаются от тех, которые описывают влияние растворителей на 
комплексообразование в растворах. 

При поиске корреляционных соотношений в качестве элементов корреляцион-
ного поля (X) выбрали такие характеристики растворителей, как нормализованные до-
норные числа Гутмана (DN) [66], нормализованные акцепторные числа в шкале Дим-
рота–Райхардта (EN) [67], диэлектрические проницаемости (ε) и дипольные моменты 
молекул, а в качестве результирующих переменных (Z) – логарифмы констант устой-
чивости закрепленных комплексов, численные значения которых соответствовали вы-
ражению равновесных концентраций реагентов в шкале молярных долей (отмечены 
символом *). Такой пересчет необходим, чтобы корректно сравнивать устойчивость 
комплексов в различных растворителях [67]. Методами всех регрессий и исключающей 
регрессии [68] строили [56, 65] линейные по подгоночным параметрам регрессионные 
уравнения 
 )(  Klki XXXZ ◊◊ϕ=  (15.3) 
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где Хi, Xk, Xl – элементы корреляционного поля, ◊ – элементарная арифметическая опе-
рация или элементарная математическая функция, оставляя для содержательного ана-
лиза те уравнения, для которых коэффициент множественной корреляции r > 0.7 (при 
таком r больше половины дисперсии Z обусловлено изменением Х). Наилучшие регрес-
сионные уравнения, описывающие устойчивость MCliQ2

(2-i)+ (M – Co, Cu) имеют вид 

 ,βlg *
21

NEba ⋅+=  (15.4) 

где a и b – регрессионные коэффициенты (табл. 15.3). Устойчивость комплексов 
[МQ2][МCl4] высока в растворителях с низкими донорными и акцепторными свойст-
вами, а зависимость *

22βlg  от свойств растворителей удовлетворительно описывают 
(см. табл. 15.3) уравнения 

 )(βlg *
22

NEDNkg ⋅⋅+= . (15.5) 

Корреляционные зависимости (15.4), (15.5) характеризуют влияние диполярных 
апротонных растворителей, тогда как константы устойчивости комплексов, получен-
ных при сорбции солей из воды и метанола, как правило, значительно отличаются от 
величин, предсказанных по уравнениям (15.4) и (15.5). 

 
Таблица 15.3. Коэффициенты регрессионных уравнений 

Коэффициенты уравнения (15.4) 
Система a b r Растворители 

CuCl2 – 8-АМХ 6.5 1.4 0.996 ПК (0.49), ДМФ (0.41), ДМС (0.60), вода (1.0)* 

CuCl2 – 2-АМХ 7.0 1.7 0.94 ПК, ДМФ, ДМС, вода 
CuCl2 – bipy 9.1 1.6 0.84 АЦЛ (0.47), ПК, ДМФ, ДМС, вода 

Коэффициенты уравнения (15.5) 
Система g k r Растворители 

CoCl2 – phen 18.9 -20.7 0.95 АЦН (0.154), АЦЛ (0.169), ПК (0.191), 
ДМФ (0.283)** 

CoCl2 – 8-АМХ 14.9 -15.7 0.99 АЦН, АЦЛ, ПК, ДМС (0.474) 
CuCl2 – 8-АМХ 14.5 -13.3 0.94 АЦН, АЦЛ, ПК, ДМФ, ДМС (0.474) 

*  в скобках приведены значения EN; 
** в скобках приведены значения DN⋅EN. 
 
Интересно отметить, что почти так же хорошо, как уравнения (15.5), зависимость 

констант устойчивости комплексов МCliQ2
(2-i)+ от свойств растворителей воспроизводят 

традиционные по форме уравнения 

 DNuh ⋅⋅+= εβlg *
21 , (15.6) 

где h и u – подгоночные коэффициенты (коэффициенты корреляции 0.89 ≤ r ≤ 0.96). Од-
нако зависимости (15.6) лишены физического смысла, т.к. коэффициенты u > 0, что оз-
начает увеличение констант устойчивости комплексов с ростом диэлектрической про-
ницаемости и донорных свойств растворителя. Таким образом, отличие корреляций 
(15.4), (15.5) от соотношений, обычных для комплексообразования в растворах, нельзя 
считать случайным. Можно полагать, что меньшая устойчивость закрепленных комп-
лексов +− )(2

2QMCl i
i  в растворителях с низкими EN объясняется тем, что в этих средах с 

закрепленными лигандами реагируют недиссоциированные хлориды металлов; и обра-
зование закрепленных комплексов сопряжено с вытеснением хлорид-ионов во внеш-
нюю сферу комплексов. Этому процессу способствует сольватация анионов, растущая с 
увеличением акцепторных свойств растворителей. Устойчивость закрепленных комп-
лексов [MQ2][MCl4] высока в растворителях, которые обладают низкими донорными и 
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акцепторными свойствами и, значит, стабилизируют и комплексные катионы +2
2MQ , и 

комплексные анионы −2
4MCl . 

Необычный эффект обнаружил В.Н. Зайцев [55] при исследовании комплексооб-
разования Fe2+ с 1,10-фенантролином, привитым на кремнезем: 

NHNH

O

NH

O

NHSi

N

N

 
Результаты физико-химического анализа, Мессбауэровской и электронной спектроско-
пии, а также спектроскопии резонансного комбинационного рассеяния доказывают об-
разование закрепленных комплексов состава +2

3Fe(phen) с хромофором FeN6. Такие ком-
плексы обычны для растворов, но трудно было допустить возможность их образования 
и на поверхности КХМК – слишком большим казалось расстояние между точками зак-
репления лигандов. По всей видимости, и в данном случае решающее значение имеет 
конформационная подвижность ножки, связывающей phen с поверхностью кремнезема. 

Рассмотрев протолитические и комплексообразующие закрепленных 
азотсодержащих гетероциклов, можно прийти к заключениям, 

• что для них, как и для алифатических аминов, характерно образова-
ние закрепленных бис-комплексов; 

• на протолитические свойства КХМК оказывает существенное влия-
ние островковая топография поверхности; 

• изменение типа фонового электролита приводит к смене стехиомет-
рического состава продуктов реакций с участием закрепленных функциона-
льных групп; 

• при сорбции хлоридов металлов на поверхности КХМК анионные 
металлокомплексы часто выступают в качестве противоионов; 

• характер влияния растворителей на процессы комплексообразова-
ния в привитом слое КХМК может существенно отличаться от закономерно-
стей, традиционных для комплексообразования в растворах. 

ГЛАВА 16. ПРОТОЛИТИЧЕСКИЕ И 
КОМПЛЕКСООБРАЗУЮЩИЕ СВОЙСТВА КИСЛОТ, 
ЗАКРЕПЛЕННЫХ НА ПОВЕРХНОСТИ КРЕМНЕЗЕМА 

16.1. Свойства карбоновых кислот 

В отличие от свойств органических оснований, протолитические и комплексооб-
разующие свойства карбоновых кислот, привитых на поверхность кремнеземов, изу-
чены значительно менее полно. Особенностью закрепленных кислот является неспо-
собность карбоксильных групп к образованию водородных связей с силанольными 
группами [6, 14, 69, 70]. Вследствие этого на поверхности карбоксилсодержащих 
КХМК трудно ожидать существования арочных структур, прочной фиксации противо-
ионов и т.п. Несмотря на то, что водородные связи между силанольными и карбок-
сильными поверхностными группами не образуются, при нагревании карбоксилсодер-
жащих кремнеземов в вакууме при 140 оС происходит, согласно данным [69], реакция 
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2+ HOHSi COOHSi+ Si

O

CSi O O.

 (16.1) 
Если высушенный КХМК выдерживать в течение нескольких часов в водном растворе 
при рН > 6, характеристики исходного сорбента восстанавливаются. 

В ранних работах высказывалось мнение, что закрепление на поверхности крем-
незема не должно влиять на свойства карбоновых кислот [6, 69]. Однако расхождения в 
результатах, полученных разными исследователями, не позволяли ни принять, ни от-
вергнуть эту гипотезу. Так, С.С. Сильченко оценивала [71] константы диссоциации 
карбоксильных групп, привитых на поверхность силикагелей, силохрома и аэросилов, с 
помощью адсорбционных кислотно-основных индикаторов. Найденные в работе [71] 
величины pKa = 3 – 4 существенно ниже pKa монокарбоновых кислот в растворах. От-
личие в кислотности привитых и свободных кислот приписывали кооперативным взаи-
модействиям привитых групп с полярной водной средой, способствующим диссоциа-
ции концевых карбоксигрупп [71]. Резонно, однако, предположить, что причина обна-
руженного феномена более проста: индикаторный метод дает неточные оценки рН в 
приповерхностном слое (из-за взаимодействия силанольных групп с адсорбирован-
ными индикаторами меняются константы диссоциации последних). 

Более надежными являются, по всей вероятности, результаты работ [14, 69, 70, 
72], в которых константы диссоциации карбоксильных групп, привитых на поверх-
ность силохрома, определяли по результатам рН-метрических титрований, измеряя рН 
растворов электрометрическим методом. Изучена скорость достижения равновесия при 
титровании карбоксилсодержащих кремнеземов растворами щелочей [70]. При 
6 < pHравн < 8 равновесие устанавливается за 30 – 40 мин, а при pHравн < 6 время дости-
жения равновесия снижается до 10 мин. Авторы [70] полагают, что время установления 
равновесия определяется скоростью обмена ионов на силанольных группах поверхно-
сти. Титрования карбоксилсодержащего КХМК как методом отдельных навесок, так и 
методом титрования одной навески приводят к результатам, совпадающим в пределах 
экспериментальных погрешностей.  

Для описания кривых титрования применили [69, 70, 72] простейший вариант 
электростатической модели (см. п. 7.2.2), рассчитывая в каждой точке кривой титрова-
ния смешанные константы диссоциации (Kα) привитых групп HQ 

 
α−

α
+−=α

1
lgpHlgK , (16.2) 

где α  = [ −Q ] / t(HQ) – степень диссоциации групп HQ, t(HQ)  – общая концентрация 
HQ, моль/г, [Q-] – равновесная концентрация диссоциированных групп, моль/г, опреде-
ленная по данным рН-метрических измерений и условиям материального баланса. 
Найденные зависимости показателей констант диссоциации одноосновных карбоновых 
кислот от степени их диссоциации α были близки к линейным (рис. 16.1) [6], что по-
служило основанием для принятия модели. Показатели характеристических констант 
диссоциации (рК0) привитых карбоксильных групп менялись, в зависимости от ионной 
силы раствора, от 4.5 до 5.0 [69, 70, 72]. 

Поскольку pK0 привитых карбоксильных групп оказались близки к рК диссоциа-
ции монокарбоновых кислот в водных растворах, был сделан вывод о неизменности 
протолитических свойств кислот при их закреплении на поверхности кремнезема. По-
добные же результаты были получены [73] и при исследовании протолитических рав-
новесий малоновой кислоты, привитой на поверхность силикагеля: кривые pH-метри-
ческого титрования описывала электростатическая модель; при 0→I  pK01= 3.01, 
pK02 = 5.54, при I = 1 моль/л pK01 = 3.14, pK02 = 5.65, что близко к значениям рК ступен-
чатой диссоциации метилмалоновой кислоты в водном растворе [44]. 
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Рис. 16.1. Зависимость рКα от α для привитых карбоксильных групп. 

 
Чтобы выяснить характер влияния фоновых электролитов на протолитические 

равновесия, в недавно выполненной работе [74] изучили свойства пропионовой ки-
слоты, привитой на поверхность силохрома в концентрации 0.20 ммоль/г 

SiO
O

O
Si

OH

CH - CH - COOH.2 2
2

 
Выполнили рН-метрическое титрование водных суспензий КХМК при различных мо-
лярных концентрациях (С) фоновых электролитов NaCl, NaNO3, Na2SO4 и KNO3. Ре-
зультаты интерпретировали в рамках двух моделей: электростатической и химических 
реакций. В последней рассматривали как возможность прочной фиксации противоио-
нов у заряженных центров поверхности, так и их свободную миграцию в приповерхно-
стном адсорбционном слое. Кроме того, допускали, что объем последнего Vадс может 
либо сохраняться при реакциях постоянным, либо зависеть от степени диссоциации 
карбоксильных групп α: 
 Vадс = k ⋅ αγ, (16.3) 

где k – постоянный коэффициент. 
В случае фоновых электролитов KNO3 и Na2SO4 lg Kα практически не зависят от 

α; такой же результат получен для  NaCl при его концентрации в водной фазе 1 моль/л. 
Можно полагать, что в этих системах происходит прочная фиксация противоионов у 
заряженных карбоксильных групп на поверхности КХМК, а протолитические процессы 
с участием привитых карбоксильных групп HQ описывает уравнение реакции 

 HQ  + M+ 
χ
= H+ + MQ , (16.4)  

где M+ – противоион, со смешанной константой равновесия  

 χ = 
][M]HQ[

]MQ[
H

+⋅

+a
 = Kα / C. (16.5) 

Для фоновых электролитов NaNO3 и NaCl (С = 0.05 – 0.75 моль/л) pKα линейно 
растут с увеличением α от 0 до 0.4 – 0.6 (рис. 16.2), а найденные характеристические 
константы К0 близки к константам диссоциации карбоновых кислот в водных раство-
рах [74]. 
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Рис. 16.2. Примеры зависимостей рKα от α. 1 – фоновый электролит NaCl, 

C = 0.10 моль/л; 2 – NaCl, C = 0.75 моль/л; 3 – NaNO3, C = 0.10 моль/л; 
4 – NaNO3, C = 0.30 моль/л [74]. 

Невозможность применить электростатическую модель при высоких α стимули-
ровала попытки описать экспериментальные данные с помощью модели химических 
реакций. Допуская свободную миграцию противоионов в приповерхностном адсорбци-
онном слое переменного объема, диссоциацию привитой пропионовой кислоты описы-
вали уравнением реакции 

 HQ  + M+ 
σ
=  H+ + −Q  + +M , (16.6)  

смешанная константа равновесия которой 

 σ = 
][M]HQ[

]M[]Q[H
+

+−

⋅

⋅⋅a . (16.7) 

Поскольку в условиях эксперимента [M+] практически совпадает с исходной концен-
трацией катионов фонового электролита, можно записать: 

 lg σ = lg Kα - lg C + lg [ +M ]. (16.8) 
Учитывая, что  

 )M(]M[ ++ = n / Vадс, (16.9) 

где n( +M ) – количество вещества М+ в адсорбционном слое, моль, Vадс – объем ад-
сорбционного слоя (см. уравнение (16.3)), 

 n ( +M ) = n( −Q ) = α ⋅ n(HQ) = α ⋅ t (HQ)⋅а, (16.10) 

где а – навеска КХМК, г, приходим к выражению: 
 lg σ = lg Kα - lg C + lg t(HQ) + lg a - lg k + (1 - γ)⋅lg α. (16.11) 
Отсюда следует, что 
 pKα = -lg Kα = B + (1 - γ)⋅lg α, (16.12) 

где коэффициент В = -(lg σ + lg C - lg t(HQ) - lg a + lg k ) при заданных a и С постоянен. 
Испытание модели показало, что в интервале -1.2 < lg α < 0 зависимости lg Kα от 

lg α действительно близки к линейным (рис. 16.3, табл. 16.1),  а коэффициент (1-γ) бли-
зок к двум, что позволяет объем адсорбционного слоя аппроксимировать выражением 
 Vадс = k / α. (16.13) 
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Рис. 16.3. Примеры зависимостей рKα от lg α. 1 – фоновый электролит NaCl,  
C = 0.05 моль/л; 2 – NaCl, C = 0.75 моль/л; 3 – NaNO3, C = 0.50 моль/л [74]. 

Авторы [74] полагали, что формула (16.13) не может быть справедливой во всем 
возможном интервале изменения α, поскольку общее выражение должно учитывать как 
увеличение Vадс с повышением поверхностной концентрации заряженных групп, так и 
снижение Vадс, вызванное вытеснением из приповерхностного слоя молекул воды и его 
структурной перестройкой при проникновении в приповерхностный слой противоио-
нов. Параметры моделей, обеспечивающие воспроизведение кривых титрования в пре-
делах экспериментальных погрешностей, приведены в табл. 16.1. 

Таблица 16.1. Параметры модели химических реакций для протолитических 
равновесий закрепленной пропионовой кислоты 

С, моль/л lg σ* lg χ С, моль/л lg σ* lg χ 

Фоновый электролит Na2SO4 Фоновый электролит NaCl 

0.05 -4.1 (0.4) -4.77 (0.09) 0.05 -5.71 (0.07)  
0.10  -4.69 (0.06) 0.10 -6.26 (0.05)  
0.25  -4.71 (0.03) 0.25 -6.14 (0.10)  
0.40  -4.93 (0.08) 0.40 -6.54 (0.08)  
0.60  -5.53 (0.14) 0.60 -6.75 (0.02)  
0.75  -5.52 (0.08) 0.75 -6.42 (0.07)  
1.00  -5.60 (0.09) 1.00  -5.00 (0.05) 

Фоновый электролит KNO3 Фоновый электролит NaNO3 

0.05 -3.3 (0.5) -4.77 (0.15) 0.10 -5.78 (0.04)  
0.10  -4.12 (0.08) 0.25 -6.28 (0.08)  
0.25  -3.81 (0.10) 0.30 -6.17 (0.08)  
0.40  -4.28 (0.09) 0.50 -5.71 (0.08)  
0.60  -4.16 (0.11) 0.60 -6.06 (0.10)  
0.75  -4.40 (0.01) 1.00 -5.81 (0.01)  
1.00  -4.48 (0.11)    

* при расчете σ принято значение параметра k = 3⋅10-5 л. 
 
Таким образом, при диссоциации привитых карбоксильных групп противоионы 

могут, в зависимости от вида и концентрации фонового электролита, либо прочно фик-
сироваться у заряженных групп, либо мигрировать в адсорбционном слое. Различное 
состояние противоионов в случае электролитов NaCl и NaNO3 (свободная миграция) и 
KNO3 (прочная фиксация) объясняли [74], исходя из различий в размерах гидратной 
оболочки ионов Na+ и K+. По различным оценкам, числа гидратации иона Na+ состав-
ляют 5–9, a K+ – 2–5 [75]. Из-за большого размера гидратной оболочки взаимодействие 
закрепленных отрицательно заряженных карбоксильных групп с ионами Na+ ослаб-
лено, и последние приобретают подвижность. Вследствие меньшего размера гидрати-
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рованного иона К+ электростатическое взаимодействие сильнее, и катионы калия проч-
нее удерживаются у заряженных центров. Как следует из различных моделей двойного 
электрического слоя [108–118], при одинаковой концентрации эквивалентов 
электролита толщина ДЭС резко уменьшается с ростом зарядов катиона и аниона 
электролита; замена нитрат- и хлорид-ионов на сульфат-ион ведет к уменьшению 
толщины ДЭС и, как результат, катионы натрия в приповерхностном слое теряют 
подвижность. 

Для случая прочной фиксации противоионов по концентрационной зависимости 
смешанных констант равновесия χ нашли величину термодинамической константы χТ. 
Решая эту задачу, воспользовались подходом, описанным в п. 12.3. При погрешности 
аппроксимации lg χ не более 0.05 оценки lg χТ составили: -4.82 ± 0.06 (Na2SO4) и 
-4.85 ± 0.10 (KNO3). 

Методом КФХА изучали комплексообразование привитых карбоксильных групп 
лишь с ионами Cu2+, Zn2+, La3+ и Cr3+ [72–74, 82]. В зависимости от степени заполнения 
поверхности комплексами, Cu2+ и Zn2+ образуют привитые комплексы состава MRCOO+ 

и M(RCOO)2, а La3+ и Cr3+ – MRCOO2+, +
2M(RCOO)  и M(RCOO)3, причем в широком 

интервале начальных концентраций реагентов доминируют бис-комплексы. Для обра-
ботки экспериментальных зависимостей степени сорбции ионов металлов от pH рас-
творов привлекались модели фиксированных и статистических полидентатных центров 
и химических реакций. Применение всех моделей показало, что термодинамическая 
устойчивость карбоксилатных комплексов при закреплении на поверхности кремнезе-
мов меняется незначительно. Наиболее интересный результат, связанный с исследова-
нием сорбции ионов металлов карбоксилсодержащими кремнеземами, – это выявление 
неоднородности прививки лигандов [82]. Оказалось, что примерно 1/4 групп сосредо-
точена внутри островков и способна образовывать с ионами металлов комплексы сос-
тава MQ2, MQ3, тогда как остальные лиганды расположены вне островков (изолирова-
ны друг от друга) и образуют исключительно комплексы MQ. 

Анализируя зависимость сорбции ионов Cu2+, Ni2+, Zn2+ от pH среды, авторы ра-
боты [73] определили состав комплексов ионов металлов с привитой малоновой кисло-
той (H2Q) и нашли, что в широком интервале степеней заполнения поверхности ионами 
металла образуются закрепленные комплексы состава MQ. Константы их устойчивости 
приведены в табл. 16.2. Вывод о постоянстве состава закрепленных комплексов при 
разных степенях заполнения поверхности подтвержден с помощью метода ЭПР. В диа-
пазоне заполнений fCu = 0.01 – 1 параметры спектров ЭПР закрепленных комплексов 
CuQ одинаковы: gII = 2.33, ⊥g  = 2.05, AII = 148 Э. Величины g-факторов близки к зна-
чениям, характеризующим тетрагонально-искаженную конфигурацию координацион-
ного октаэдра [83]. 

Таблица 16.2. Логарифмы констант устойчивости малонатных 
комплексов при 20 оС 

Комплекс Ионная 
сила, моль/л lg β11 

lg β11 аналога в 
растворе [84] 

СuQ 1 4.5±0.2 4.73 
NiQ 1 2.54±0.15 2.48 
ZnQ 1 2.59±0.15 2.47 
ZnQ 0.01 3.07±0.15 2.96 

Итак, по результатам исследования протолитических и комплексообра-
зующих свойств ряда карбоксилсодержащих кремнеземов можно заключить, 
что 

• закрепление на поверхности кремнеземов практически не сказыва-
ется на способности карбоновых кислот к диссоциации и образованию ком-
плексов с ионами металлов; 
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• состояние противоионов в адсорбционном слое КХМК зависит от 
типа фонового электролита (в присутствии в растворе хлорида или нитрата 
натрия противоионы в приповерхностном слое сохраняют подвижность; при 
наличии 1–2 электролита наблюдается прочная фиксация противоионов у 
заряженных центров поверхности); 

• для карбоксилсодержащих кремнеземов, как и для аминокремнезе-
мов, состав закрепленных на поверхности КХМК комплексов зависит от то-
пографии поверхности – группы внутри островков способны к образованию 
бис- и даже трис-комплексов, тогда как группы вне островков образуют с 
привитыми группами комплексы эквимолярного состава; 

• в процессах с участием привитых карбоксильных групп возможно 
изменение объема приповерхностного адсорбционного слоя, рассматривае-
мого как отдельная фаза сорбционной системы. 

16.2. Протолитические и комплексообразующие свойства 
N-бензоил-N-фенилгидроксиламина 
16.2.1. Протолитические свойства БФГА 

Основность органических оснований, привитых на поверхность кремнеземов, 
снижается; способность к диссоциации карбоновых кислот при прививке почти не ме-
няется. Что же происходит при закреплении с очень слабыми кислотами? Результаты 
ранних исследований [42, 85–87] давали основания предполагать, что в этом случае 
константы диссоциации повышаются. Исследованию протолитических и комплексооб-
разующих свойств такой очень слабой кислоты, как N-бензоил-N-фенилгидроксиламин 
(БФГА, HQ) были посвящены работы [88–90]. 

Комплексообразующие кремнеземы – cилохром с удельной поверхностью 120 
м2/г, средним диаметром пор ~200 нм и размером частиц ~0.1 мм и непористый аэросил 
с удельной поверхностью 175 м2/г и размером частиц 16 – 40 нм – модифицированные 
БФГА  

O Si NH C

O

C

O

N

OH

 ,

 
были синтезированы, исходя из аминокремнеземов, методом поверхностной сборки 
[90]. Согласно данным рН-метрического титрования, элементного анализа (С) и опре-
деления сорбционной емкости КХМК по отношению к Fe(III), концентрация привитых 
групп составляла 0.076 ммоль/г (силохром) и 0.21 ммоль/г (аэросил). Следует отметить, 
что степень превращения исходных аминогрупп в БФГА далека от 100 %, особенно в 
случае модифицированного силохрома, т.е. полученные образцы КХМК обладают ярко 
выраженной химической неоднородностью. 

Протолитические свойства сорбентов исследовали методом pH-метрического 
титрования водных суспензий сорбента раствором KOH при (20±1) °С в присутствии в 
растворе фонового электролита KCl (0.1 – 1 моль/л) [88]. Для интерпретации первич-
ных данных КФХА применяли модели химических реакций и непрерывного распреде-
ления констант равновесия. В последней рассчитывали функции распределения групп 
БФГА по показателям констант их диссоциации. Обнаружены группы трех типов (табл. 
16.3). Результаты расчетов истолкованы, исходя из представлений об островковой то-
пографии поверхности, и с учетом высокой химической неоднородности образцов. 

При прививке молекулы БФГА неминуемо попадают в окружение привитых мо-
лекул н-пропиламина. Наличие последних в приповерхностном адсорбционном слое 
создает среду, напоминающую основные растворители, которые (при прочих равных 
условиях) облегчают диссоциацию кислот [91]. Наименьшими константами диссоциа-
ции (7 < pKa < 9) обладают молекулы БФГА, находящиеся внутри тех островков, где 
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значительная доля исходных аминов превращена в БФГА и среда, благоприятная для 
диссоциации N-бензоил-N-фенилгидроксиламина, не создана. Значения pKa этих моле-
кул близки к величинам, описывающим свойства БФГА в растворах (8 – 9) [92, 93]. До-
ля таких групп в случае химически модифицированного аэросила выше, чем в случае 
силохрома, для которого достигнуто лишь 50 %-ное превращение амина в БФГА. Нап-
ротив, доля групп с pKa < 5 больше для сорбента Силохром-БФГА. Такие pKa описыва-
ют протолитические свойства молекул БФГА, попавших внутрь островков с немодифи-
цированными аминами. Наконец, до 1/4 привитых молекул БФГА находится вне ост-
ровков и характеризуется pKa в интервале 5 < pKa < 7. 

Таблица 16.3. Характеристики энергетической неоднородности 
Силохром-БФГА Аэросил-БФГА I, моль/л 

интервал pKa доля групп, % интервал pKa доля групп, % 
 

0.1 
 

3.8 – 5.0 
5.0 – 7.0 
7.0 – 8.5 

30 
30 
40 

3.4 – 4.0 
4.0 – 6.0 
6.3 – 7.9  

10 
30 
60 

 
0.5 

 

3.7 – 5.3 
5.4 – 6.9 
7.0 – 8.6 

38 
14 
48 

< 5.0 
5.5 – 6.7 
7.0 – 8.3 

4 
28 
68 

 
0.75 

 

3.8 – 4.7 
5.3 – 8.0 

> 8 

31 
16 
53 

< 4.8 
5.5 – 6.5 
6.5 – 8.2 

14 
7 

79 
 

1 
 

3.7 – 4.6 
5.0 – 6.5 
6.8 – 9.3 

25 
25 
50 

5.2 – 6.5  
6.7 – 8.3 

22 
78 

 
К похожим выводам приводит и модель химических реакций. В ней адекватное 

описание кривых титрования достигнуто при учете в моделях реакций диссоциации 
групп БФГА 

 KQH
β
=HQK ++ ++ a

, (16.17) 

где К+ – катион фонового электролита, βa – смешанная константа равновесия, и гомо-
сопряжения 

 2KHQKQHQ
ГK

=+ , (16.18) 

где KГ – концентрационная константа равновесия реакции гомосопряжения. Рассчитан-
ные параметры моделей приведены в табл. 16.4.  

Реакция (16.18), не характерная для БФГА в растворе, учитывает неоднородность 
распределения по поверхности и сильные латеральные взаимодействия привитых групп 
БФГА. При невысоких значениях средней поверхностной концентрации БФГА необхо-
димость включения в модели реакций гомосопряжения недвусмысленно указывает на 
островковую топографию поверхности. При закреплении сила БФГА как кислоты уве-
личивается. 

Построены корреляции между ионной силой раствора (I, моль/л) и смешанными 
константами диссоциации БФГА [88]. В изученном интервале I зависимости lg βa(I) 
близки к линейным: 
 силохром–БФГА: lg βa = -5.4 - 2.0⋅I, коэффициент корреляции r = 0.97, (16.19) 

 аэросил–БФГА: lg βa = -5.25 - 2.2⋅I, r = 0.92. (16.20) 
Близость коэффициентов уравнений (16.19) и (16.20) указывает, что тип кремнезема-
носителя не оказывает существенного влияния на свойства привитого БФГА. 
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Моделируя равновесия, наряду с гипотезой прочного связывания противоионов 
(уравнение (16.17)), рассмотрели [90] и модель их свободной миграции в адсорбцион-
ном слое:  

 −+++ ++=+ QKHKHQ . (16.21) 

Таблица 16.4. Параметры протолитических равновесий молекул БФГА, закрепленных 
на поверхности кремнеземов 

Силохром-БФГА 
Ионная сила раствора, моль/л Параметр 

0.1 0.5 0.75 1.00 
-lg βa 5.64±0.02 6.15±0.10 7.13±0.10 7.30±0.09 
lg KГ 

* 4.17±0.02 4.19±0.05 4.46±0.15 4.94±0.15 
Аэросил-БФГА 
Ионная сила раствора, моль/л Параметр 

0.1 0.5 0.75 1.00 
-lg βa 5.19±0.03 6.83±0.05 7.03±0.01 7.20±0.08 
lg KГ 

* 3.52±0.15 2.80±0.10 2.94±0.025 2.84±0.04 
* При расчете lg KГ концентрации привитых групп отнесены к объему водной фазы и 
выражены в моль/л. 

Испытание модели, включавшей реакцию (16.21), показало, что в этом случае 
значения минимизируемых критериальных функций существенно, в 6–8 раз превы-
шают величины, полученные для модели прочной фиксации противоионов. Таким об-
разом, с высокой степенью уверенности можно утверждать, что последняя модель зна-
чительно ближе к реальности, чем модель свободной миграции. Скорее всего, фикса-
ция противоионов связана с арочной структурой и островковым заполнением поверх-
ности: привитые молекулы БФГА образуют водородные связи с силанольными группа-
ми (рис. 16.4), и гидрофобная природа ножек, связывающих группы БФГА с кремне-
земной подложкой, препятствует миграции противоионов у поверхности КХМК. Кроме 
того, вследствие островковой топографии поверхности противоионы с трудом переме-
щаются от одного островка к другому. 

SiO2

-
HO HO

-
ножка

противоион

K+

K+

 
Рис. 16.4. Модель структуры приповерхностного слоя 

кремнеземов с привитым БФГА. 

Таким образом, результаты КФХА позволяют заключить, что 
• наличие на поверхности КХМК остаточных аминогрупп создает в 

приповерхностном слое среду, напоминающую основные растворители, что 
облегчает диссоциацию привитых молекул БФГА. 

• островковая топография поверхности проявляется в выраженной 
энергетической неоднородности КХМК или необходимости учитывать, по-
мимо диссоциации закрепленных молекул, их гомосопряжение; 
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• химическая неоднородность и островковая топография КХМК – фак-
торы, способствующие прочной фиксации противоионов у заряженных цен-
тров поверхности. 

16.2.2. Комплексообразующие свойства БФГА 
БФГА – один из популярных аналитических реагентов, образующий прочные 

комплексы с ионами многих металлов и используемый для их экстракционно-фотомет-
рического определения [92–96]. Для выбора оптимальных условий концентрирования и 
твердофазного фотометрического определения металлов было важно определить состав 
и константы устойчивости комплексов, образующихся при взаимодействии солей ме-
таллов с привитыми группами БФГА. В работах [26, 89, 90] изучена сорбция ионов ме-
таллов из водных растворов, а в работах [26, 90] охарактеризованы свойства комплек-
сов, получаемых при сорбции солей из ацетонитрильных растворов. 

По данным рН-метрического титрования и изотермам сорбции солей при 
(20±1) оС и ионных силах водного раствора 0.1 – 1 моль/л (KCl) определены состав и 
устойчивость комплексов Mn(II), Co(II), Cu(ΙΙ), Zn(II), Fe(III), Cd(ΙΙ), Pb(ΙΙ) и V(V) 
(сорбтив KVO3), закрепленных на образце Силохром-БФГА [26, 89, 90]. На рис. 16.5. 
представлены изотермы адсорбции ионов металлов в зависимости от pH растворов. 
Ионы Fe(ІІІ) и V(V) сорбируются из растворов с pH ≤ 2, тогда как адсорбция ионов 
Cu2+, Zn2+ и Pb2+ начинается лишь при pH > 3.5. Остальные ионы металлов, за исклю-
чением Mn2+, извлекаются из растворов только при pH > 6.0 – 6.5. 

Параметры равновесий комплексообразования на поверхности SiO2-БФГА приве-
дены в табл. 16.5. Достоверность найденных моделей контролировали способом, обыч-
ным в практике КФХА: строили модели по результатам измерения различных свойств 
равновесных систем, таких, например, как pH и pM, и принимали модель в том случае, 
если выводы о составе и константах устойчивости комплексов (с учетом погрешности 
определения) совпадали [90].  Для большинства систем обнаружено образование толь-
ко комплексов с эквимолярным содержанием ионов металла и лигандов. Предполагая 
прочное связывание противоионов, можно записать следующие уравнения, описываю-
щие сорбцию Co(II), Ni(II), Cu(II), Zn(II), Cd(II), Pb(II) и Fe(III): 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0
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Рис. 16.5. Изотермы адсорбции ионов металлов на образце Силохром-БФГА. Объем 

водной фазы 25 мл, навеска КХМК 0.300 г, начальные концентрации солей 
металлов 10-4 моль/л. 

 1
11

MQCl
β

Cl1)(QM −
−−+ =−++ x

x x  (x = 2 или 3). (16.22) 
Химизм сорбции V(V) передают уравнения реакций 

 ClVOQ
β

ClQ2VO 2
213 =++ −−+ , (16.23) 

 −+ ++=+ ClHVO(OH)QOHClVOQ 222
K

. (16.24) 
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Таблица 16.5. Константы устойчивости комплексов, закрепленных на 
силохроме-БФГА, и аналогов в растворах 

Ион 
металла 

I, моль/л lg β11 lg κ1(Mx+ + Q- = MQ(x-1)+) [92]* 

Mn2+ 

Co2+ 

Ni2+ 
Zn2+ 

 
1 
 

≤2  
3.4±0.2 
2.2±0.2 

4.79±0.10 

5.08 
5.68 
5.92 
6.66 

 
 

Cu2+ 

0.1 
0.5 
1 

2.5 

6.5±0.2 
4.5±0.2 

4.80±0.10 
6.3±0.2 

9.46 

Cd2+ 0.1 4.1±0.2  

Zn2+ 0.1 6.66±0.15 4.79 

Pb2+ 0.1 5.76±0.12  

Fe3+ 0.1 10.04±0.08 11.39** 

VO3+  
0.1 lg β21 =19.67±0.15 

lg K = -1.8±0.2 

 

 * молярная доля диоксана 50 %, 25 оС; 
** в водном растворе при 25 оС [94]. 

 
Между lg βa, lg β11 и логарифмами констант равновесия реакций БФГА в раство-

рах наблюдается зависимость, близкая к линейной [55, 90] (рис. 16.6): 
 lg β(поверхность) = lg β(раствор) - 2.9,    r = 0.96 (16.25) 
Можно заключить, что при закреплении устойчивость комплексов снижается. 

5 6 7 8 9 10

2

3

4

5

6
CuH

Zn

Ni
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Mn

lg β11

-lg βа

aKp,1κlg
 

Рис. 16.6. Логарифмы констант равновесия реакций с участием молекул БФГА в 
водно-диоксановых растворах (lg κ1, pKa) и на поверхности КХМК (lg β11, lg βa). 

 
Электронные спектры поглощения закрепленных комплексов двухвалентных ме-

таллов, за исключением меди(II), имеют малую интенсивность. В спектрах поглощения 
КХМК с сорбированными ионами Cu(II) наблюдаются полоса переноса заряда в ближ-
ней ультрафиолетовой области, а также две полосы поглощения в видимой области. 
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Полоса поглощения с максимумом при 700 нм приписана d-d переходу в закрепленном 
комплексе [Cu(NH2~SiO2)2(H2O)4]2+ (максимум поглощения нативного аналога 
[Cu(NH3)2(H2O)4]2+ приходится на 690 нм [90]). Происхождение второй полосы с макси-
мумом при 800 нм объясняли d-d переходом в закрепленном комплексе CuQCl  с иска-
женно-тетраэдрической конфигурацией хромофора [54]. 

Спектры поглощения Силохром-БФГА с закрепленными комплексами 2FeQCl  
содержат в видимой области одну интенсивную полосу поглощения с максимумом при 
500 нм [89], в то время как нативный БФГА образует в растворе комплексы FeQ2+, 

+
2FeQ  и FeQ3 с максимумами поглощения при 510, 470 и 440 нм соответственно [94]. 

Концентрация сорбированных ионов Fe3+ (сFe, мкмоль/г) не влияет на положение мак-
симума поглощения, а функция Кубелки–Мунка, определенная для длины волны 500 
нм, линейно зависит от сFe. Эти факты служат независимым подтверждением вывода об 
образовании при сорбции Fe(III) единственного закрепленного комплекса с эквимоляр-
ным содержанием металла и лиганда. Указанные особенности закрепленных комплек-
сов Fe(III) с БФГА позволили использовать сорбцию на SiO2-БФГА для селективного 
определения Fe(III) с помощью твердофазной спектрофотометрии [89]. Степень извле-
чения Fe(III) из водных растворов ≥98% достигается при сорбции из раствора объемом 
до 100 мл, содержащего не менее 3 мкг Fe, сорбентом массой 0.2 г при рН водной фазы 
~2.5–3. Определению не мешают по крайней мере двадцатипятикратные избытки 
Cu(II), Mn(II), Co(II), Zn(II), Pb(II).  

При сорбции из кислых растворов (1.5 < pH < 3.2) ионы V(V) образуют с приви-
тыми группами БФГА красные комплексы (максимум поглощения при 500 нм). В от-
личие от сорбции Fe(III), функция Кубелки–Мунка нелинейно зависит от концентрации 
сорбированного V(V), что подтверждает вывод об образовании на поверхности не-
скольких закрепленных комплексов. При сорбции V(V) из растворов с pH 4 – 5 КХМК 
приобретают бледно-желтую окраску, что можно объяснить сорбцией V(V) в виде по-
ливанадат-ионов. 

Изучение спектральных характеристик закрепленных комплексов помогло вы-
брать модель [90], описывающую хемосорбцию FeCl3 , KVO3, NbCl5 и CuCl2 из раство-
ров в АЦЛ. Изотермы сорбции великолепно воспроизводит линеаризованное уравнение 
Ленгмюра (9.45), что возможно лишь в случае образования на поверхности единствен-
ного комплекса в соответствии со схемой 

 Сорбтив + связывания Центр  → комплекс  ыйЗакрепленн  (16.26) 

в отсутствие эффектов энергетической неоднородности. Спектры поглощения КХМК, 
обработанных ацетонитрильными растворами солей, тождественны спектрам поглоще-
ния комплексов, полученных при сорбции солей из водных растворов. Следовательно, 
строение хромофоров в обоих случаях одинаково. Чтобы предложить уравнения реак-
ций хемосорбции, необходимо учесть, что диссоциация солей в ацетонитрильных рас-
творах пренебрежимо мала. Со всеми экспериментальными фактами согласуется запись 
уравнений в виде 

 KVO3  +   ( HQ )2  
2σ

=   -
222 ]O)Q(H[VO K+ , (16.28) 

где M – Fe, Cu или Nb, x = 2 для Cu, x = 3 для Fe и x = 5 для Nb. 
Известно, что, применяя уравнение (9.45), помимо констант устойчивости закре-

пленных комплексов, можно определить концентрацию центров связывания t(HQ). 
Оказалось, что почти для всех изученных систем отношение c(HQ) к общим концентра-
циям привитых лигандов, известным по данным элементного анализа, t(HQ),  
 ω = c(HQ) / t(HQ) (16.29) 
меньше единицы. Принимая во внимание спектральные данные, следует заключить, что 
не все функциональные группы БФГА, входящие в состав одного и того же центра свя-
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зывания, ковалентно связаны с комплексообразователем. Иными словами, образование 
объемного закрепленного металлокомплекса ведет к экранированию соседних приви-
тых лигандов, не взаимодействующих с ионом металла химически, но стерически не-
доступных для реагентов в растворе. Подобный феномен можно объяснить лишь ост-
ровковой топографией поверхности КХМК. Значения коэффициентов ω и логарифмов 
констант устойчивости закрепленных комплексов, найденные методами нелинейной 
регрессии, приведены в табл. 16.6. 

 
Tаблица 16.6. Логарифмы констант устойчивости закрепленных комплексов, 

полученных при сорбции солей металлов из растворов в АЦЛ 
Сорбтив Носитель ω lg σ1 lg σ2 

KVO3 Силохром 
Аэросил 

1/2 
1/6 

 6.00±0.08 
4.63±0.12 

NbCl5 Силохром 
Аэросил 

1 
1/3 

3.81±0.03 
3.90±0.06 

 

CuCl2 Силохром 
Аэросил 

1/3 
1/2 

3.93±0.04 
4.05±0.06 

 

FeCl3 Аэросил 1/2 4.63±0.15  

 
Таким образом, 
• и при комплексообразовании важнейшим фактором, влияющим на 

состав и устойчивость закрепленных комплексов БФГА, является островко-
вая топография поверхности; 

• тип носителя не оказывает существенного влияния на состав и ус-
тойчивость закрепленных комплексов; 

• при хемосорбции солей металлов материалами SiO2-БФГА на по-
верхности образуются, как правило, комплексы, в состав хромофоров кото-
рых входит лишь один привитый лиганд; 

• закрепление комплексов на поверхности снижает константы их ус-
тойчивости. 

Сравнивая протолитические и комплексообразующие свойства карбоновых ки-
слот и БФГА, необходимо заметить, что невозможно, исходя только из химической 
природы привитых функциональных групп, предвидеть ни состав, ни устойчивость 
продуктов их взаимодействия с компонентами растворами. Необходимо также учиты-
вать топографию и химическую (не)однородность поверхности, тип и концентрацию 
фоновых электролитов. Если поверхность КХМК химически однородна или поверхно-
стные группы имеют одинаковую природу (являются кислотными, как силанольные и 
карбоксильные группы), можно ожидать, что прививка мало повлияет на свойства реа-
гентов, и даже возможна свободная миграция противоионов в приповерхностном слое 
КХМК. Если же на поверхности, наряду с кислотными, содержатся и остаточные ос-
новные группы (такие, как алифатические амины в случае SiO2-БФГА), наблюдается 
повышение констант диссоциации слабой кислоты, формирование арочной структуры 
привитого слоя и прочная фиксация противоионов у диссоциированных функциональ-
ных групп. 
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ГЛАВА 17. ПРОТОЛИТИЧЕСКИЕ И 
КОМПЛЕКСООБРАЗУЮЩИЕ СВОЙСТВА 

АМФОЛИТОВ, ПРИВИТЫХ НА ПОВЕРХНОСТЬ 
КРЕМНЕЗЕМОВ 

Если основность закрепленных аминов снижается из-за наличия поверхностных 
кислотных силанольных групп; если, напротив, склонность к диссоциации такой сла-
бой кислоты, как БФГА, существенно повышается при наличии немодифицированных 
аминогрупп, то уместно задать вопрос: не приведет ли включение в состав прививае-
мой молекулы одновременно и кислотной, и основной группировок к тому, что свой-
ства закрепленного реагента окажутся близкими к свойствам нативных аналогов? От-
ветить на этот вопрос позволяет исследование таких амфолитов, как иминодиуксусная, 
аминофосфоновая и аминодифосфоновая кислоты. 

17.1. Протолитические и комплексообразующие свойства 
закрепленной иминодиуксусной кислоты 

Иминодиуксусная кислота (ИДУ, H2Q) – простейший из комплексонов. Синтез 
КХМК с привитой ИДУ был вызван потребностями неорганического анализа, прежде 
всего перспективой использования получаемых материалов в сорбции и ионной  хро-
матографии [11, 15, 97–101]. Подобно большинству КХМК, сорбенты с привитой ИДУ 
получают при химической модификации аминокремнеземов [12, 34]: 

+
-HCl

NH
2

NH
2

NH
2

NH
2

N

NH
2

N

Cl CH
2

COOH

COOH

COOH

COOH

COOH

 
О протолитических свойствах закрепленной ИДУ имеется довольно подробная 

информация [6, 14, 15, 101]. В работе [6] их исследовали по данным рН-метрического 
титрования с помощью электростатической модели. Зависимость рассчитанных в каж-
дой точке кривой титрования констант диссоциации H2Q по первой ступени: 

 

+
N

H

CH2COOH

CH2COO-
+
N

H

CH2COO-

CH2COO-
++ H

Ka1 (17.1)

 
от степени диссоциации близка к линейной, а значения характеристических констант 
диссоциации мало отличаются от констант диссоциации неиммобилизованной 
N-метилиминодиуксусной кислоты (рК0 = 2.01–2.40; у аналога в растворе pKa1=2.15 
[102]). Вторую ступенчатую константу диссоциации ИДУ определить было невозмож-
но, поскольку диссоциация происходит при столь высоких pH, что начинает растворя-
ться сам кремнеземный носитель. 

Описание свойств привитой ИДУ в рамках модели химических реакций [103] 
также привело к выводу о близости свойств закрепленного вещества и аналогов в рас-
творе (рКа1 составили 2.28; 2.25; 2.70 для ионных сил соответственно 0.10; 0.25 и 0.50 
моль/л). Очевидно, наличие слабокислотных силанольных групп не сказывается на 
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протолитических свойствах привитой ИДУ, а привитый слой имеет не арочное, как в 
случае аминокремнеземов и SiO2-БФГА, а щеточное [12] строение. 

В работах [6, 14, 15, 98] изучена зависимость сорбции ионов металлов от pH вод-
ной фазы. Согласно [6, 14, 15, 98], pH половинной сорбции увеличиваются в рядах: 
 Fe(III) < Cu(II) < Pb(II) < Al(III) < Ni(II) < Fe(II); 

 Zn(II) < Co(II) < Ni(II) < Mn(II); 

 V(V) < Ce(III)< Y(III) < Zn(II) < Mn(II) < Eu(III) < La(III);  

 Fe(III) < Cu(II) < Pb(II) < Co(II) < Ni(II) < Zn(II) < Cd(II) < Mn(II). 
Эти ряды близки к последовательности уменьшения констант устойчивости иминоди-
ацетатных комплексов в растворах. 

Состав и устойчивость закрепленных комплексов ионов некоторых металлов с 
ИДУ охарактеризованы в работах [6, 15] (при расчетах принимали, что Ka2 привитой 
ИДУ совпадает с Ka2 неиммобилизованного аналога в растворе). Сводка полученных 
данных представлена в табл. 17.1 (погрешность параметров охарактеризована числом 
значащих цифр). 

На поверхности КХМК образуются комплексы такого же состава, как и в раство-
рах или на органополимерных сорбентах с привитой ИДУ [104]. Образование прочных 
бис-комплексов согласуется с представлением об островковой топографии поверхно-
сти, возникшей еще на этапе синтеза аминокремнезема – предшественника SiO2-ИДУ. 
Закрепление на поверхности несколько уменьшает различие в константах устойчивости 
различных металлокомплексов, хотя порядок изменения констант устойчивости, харак-
терный для растворов, сохраняется. 

 
Таблица 17.1. Логарифмы констант устойчивости закрепленных комплексов ИДУ с 
ионами металлов при 25 оС. В скобках указаны ионные силы растворов (моль/л) 

lg β11(Mx+ + Q2- = MQ(x-2)+) lg β21(Mx+ + 2 Q2- = MQ2
(x-4)+) Ион 

металла на поверхности аналог в 
растворе [102] 

на поверхности аналог в 
растворе [102] 

Mn2+ 7.2 (0.1)    
Co2+  7.63 17.3 (0.1) 13.91 
Ni2+  8.73 19.7 (0.1) 15.95 
Cu2+ 10.7 (1) 11.09 18.37 (0.25) 17.92 
Zn2+  7.66 16.8 (0.1) 14.09 
La3+ 5.8–5.9 (1) 5.9    
Eu3+ 7.3 (1) 7.26   

 
Заметное расхождение lg β21 закрепленных комплексов и аналогов в растворе, 

скорее всего, связано не с резким изменением комплексообразующих свойств ИДУ при 
закреплении, а с использованием при расчетах параметров равновесий с участием зак-
репленной ИДУ константы диссоциации Ка2, определенной для процессов в растворе. 
Возможно, как и в случае БФГА, при закреплении увеличивается сила очень слабой 
кислоты, каковой является ИДУ при диссоциации по второй ступени. 

Таким образом, протолитические свойства ИДУ при закреплении на 
поверхности кремнезема не меняются; при взаимодействии ионов металлов 
с привитой ИДУ образуются такие же комплексы, как в растворах, причем 
устойчивость привитых комплексов MQ близка к устойчивости нативных 
аналогов. 

Значительно подробнее, чем в случае ИДУ, изучены свойства закрепленных фос-
форсодержащих комплексонов – аминофосфоновой (АФК, H2R) и аминодифосфоновой 
(АДФК, H4Q) кислот [26, 105–109]. Использовался как КФХА, так и различные спек-
тральные методы. Интерес к фосфорсодержащим комплексонам связан не только с их 
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теоретической значимостью, но и с многообразными возможностями практического 
применения (например, в качестве сорбентов для выделения и концентрирования ионов 
s-, d- и f-металлов или цвиттерионных фаз для ионной хроматографии).  

17.2. Протолитические и комплексообразующие свойства 
закрепленных аминофосфоновых кислот 

КХМК с привитыми на поверхность α-диметил-β-пропиламинофосфоновой (об-
разец 1) и N-(цианэтил)аминофосфоновой кислотами (образец 2) 

+
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Образец 2  
получены при химической модификации исходных аминокремнеземов [12]. В качестве 
кремнеземных матриц использованы силикагель (образец 1, удельная поверхность 
S = 300 м2/г) и аэросил А-200 (образец 2, S = 200 м2/г). Концентрации закрепленных 
групп для обоих образцов составляли 0.24 ммоль/г [105, 106]. 

Согласно [102, 109], в водных растворах аминофосфоновые кислоты существуют 
в следующих формах:  

HN X P
O

OHHO

+
HN

X P O

OH-O

+
HN X P

O

O--O

+ N X P
O

O--O

рK = 1.45 рK = 5.31 рK = 10.0

 
По результатам рН-метрического титрования суспензий SiO2-АФК в водных рас-

творах KCl (0.1 – 3 моль/л) оценили энергетическую неоднородность образца 2. Для 
этого рассчитали [105] функции распределения привитых групп по показателям кон-
стант диссоциации привитой кислоты H2R по первой ступени ϕ(pβa1): 

 .HHR
β

RH
1

2
+− +=

a
 (17.2) 

Бимодальный характер функции распределения (рис. 17.1) свидетельствует о наличии 
на поверхности двух типов привитых групп: сильно- и слабокислых. Вид распределе-
ния мало зависит от ионной силы раствора, что позволяет сделать вывод о незначи-
тельном вкладе электростатических взаимодействий в формирование энергетической 
неоднородности сорбента.  

4 5 6 7
0

1.0

2.0
3

1

2

ϕ(pβа1)

pβа1  
Рис. 17.1. Распределение групп АФК по показателям констант диссоциации при 

I = 0.1 (1), 0.5 (2) и 1 моль/л (3). 
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В модели химических реакций (табл. 17.2, [105]) для адекватного описания кри-
вых титрования пришлось учесть реакцию (17.2) и гомосопряжение закрепленных 
групп: 

 .H(HR)HRRH 22
−− =+

ГK
 (17.3) 

Бимодальный характер функции распределения ϕ(pβa1) и необходимость учета 
реакции гомосопряжения служат признаками островковой топографии поверхности 
КХМК.  

Закрепление мало влияет на константу диссоциации: при I = 0.1 моль/л pβa1 для 
АФК в растворе составляет 5.31 [109]. Константы гомосопряжения закономерно убыва-
ют с ростом ионной силы: уже при I  = 1 моль/л и тем более I = 3 моль/л противоионы 
сосредоточены, в основном, в плотной части двойного электрического слоя и в слое 
Штерна и достаточно надежно экранируют закрепленные группы друг от друга. 

Установлено [105], что наиболее адекватно экспериментальные данные описы-
вает модель, в которой принимается гипотеза прочной фиксации противоионов у заря-
женных центров поверхности, а протолитические свойства АФК описывает уравнение 
реакции 

 ++ +=+ HKHRKRH2 . (17.4) 

Таблица 17.2. Логарифмы констант равновесия реакций с участием 
RHSiO 22 −  при 20 оС 

I, моль/л Параметры 
0.1 0.5 0.75 1 3 

образец 1      
pβa1 6.69±0.10     
lg KГ 3.15±0.11     

образец 2      
pβa1 5.41±0.04 5.40±0.05 5.88±0.04 5.08±0.09 5.27±0.07
lg KГ 3.98±0.08 3.57±0.13 3.39±0.10 3.0±0.3 ~2 

)RHHR(Hlg 32H
++ =+K

 

 3.00±0.06    

 
По зависимости смешанных констант равновесия реакции (17.4) от ионной силы 

раствора с помощью метода Питцера определен [110] показатель термодинамической 
константы равновесия: 3.80±0.12. 

При исследовании комплексообразования на поверхности образца 1 установлено, 
что ионы Hg2+ сорбируются при pH ≥ 2, Fe3+ – pH ≥ 3.6, Be2+, Al3+ – pH ≥ 4.4, Ca2+, La3+, 
Cu2+, Zn2+, Pb2+ – в слабокислой области (максимальное извлечение – при pH ≥ 7), ионы 
Cd2+, Co2+, Ni2+ связываются лишь при сорбции из слабощелочных растворов, а ионы 
Mg2+, Sr2+, Ba2+ извлекаются только из щелочных сред [109]. Величины pH, при кото-
рых сорбируется 50 % ионов металлов, увеличиваются в ряду [109] 
 pH1/2: Hg < Fe(III) < Be < Al < La ≈ Ca < Pb < 

 < Zn < Cu < Cd  < Co  < Ni  < Ba < Sr, 
близком к последовательности повышения констант устойчивости комплексов в раство-
рах. С помощью ИК-спектроскопии показано, что в комплексах ионы металла коорди-
нируются атомами кислорода фосфоновой группы, а не атомами азота [109]. Для неко-
торых ионов металлов по результатам обработки изотерм сорбции определены [106] 
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состав и константы устойчивости закрепленных комплексов (табл. 17.3). Их состав ме-
няется в зависимости от кислотности раствора: при 1 ≤ pH ≤ 6 на поверхности образу-
ются комплексы состава MHR и MR, где M – ион металла, при 6 ≤ pH ≤ 9 – M(HR)2, а 
при 9 ≤ pH ≤ 11 – MR2.  

 
Таблица 17.3. Логарифмы констант равновесия реакций с участием α-диметил-

β-пропиламинофосфоновой кислоты при I = 0.1 моль/л 
 

Ионы металлов Реакции 
Co2+ Ni2+ Cu2+ La3+ Cd2+ 

MHRHR+M - =  2.83±0.05 2.5±0.4 3.1±0.3 4.15±0.10 2.70±0.20 
+

2 2H+MR=RH+M    -9.66±0.10   

+
22 4H+MR=R2H+M

 

-22.47±0.12 -23.73±0.10   -23.12±0.20 

 
В работах [26, 106] изучено комплексообразование N-(цианэтил)аминофосфоно-

вой кислоты (образец 2) с рядом ионов металлов (примеры изотерм сорбции приведены 
на рис. 17.2). 
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Рис. 17.2. Зависимость степени сорбции ионов металлов на образце 2 от pH при 

I = 0.1 моль/л. Условия: t(M) = 10-4 моль/л, t(АФК) = 10-3 моль/л. 
 

Для закрепленных аминофосфоновых кислот характерно образование в широком 
интервале концентраций ионов металлов, преимущественно, комплексов с эквимоляр-
ным содержанием металла и лиганда (табл. 17.3, 17.4). 

Таблица 17.4. Логарифмы констант равновесия реакций с участием 
N(цианэтил)аминофосфоновой кислоты при I = 0.1 моль/л 

Ионы металлов Реакции 
Co2+ Ni2+ Cu2+ La3+ Cd2+ 

MHRHR+M - =  3.54±0.07 3.04±0.05 3.82±0.17 
 

4.70±0.20 4.15±0.11 

2M(HR)=2HR+M −    8.18±0.08   

+
2 2H+MR=RH+M

 

  -7.75±0.06  -7.89±0.12 



Часть  V.  Равновесия  на  поверхности  комплексообразующих  химически  
модифицированных  кремнеземов  

 256

Константы устойчивости комплексов, закрепленных на образцах 1 и 2, близки 
между собой и с константами устойчивости аналогичных комплексов в растворах 
[102]. 

Таким образом, при исследовании свойств сорбентов SiO2-АФК пока-
зано, что, несмотря на островковую топографию поверхности, протолитиче-
ские и комплексообразующие свойства АФК при закреплении меняются 
мало; и для этого сорбента характерно прочное удерживание противоионов 
у заряженных центров поверхности. 

17.3. Протолитические и комплексообразующие свойства 
аминодифосфоновых кислот 

С помощью КФХА и спектральных методов изучен [26, 105–1] ряд кремнеземов, 
модифицированных монокалиевой солью аминодифосфоновой кислоты SiO2-KH3L: 
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где KH3L – привитые на поверхность монокалиевые соли АДФК. Образцы отличались 
типом носителя, структурой ножки и концентрацией привитых групп: в качестве крем-
неземных матриц использованы силикагель (образец 1), аэросил (образец 2) и силохром 
(образец 3). Концентрации закрепленных групп составляли соответственно 0.56 
ммоль/г (образец 1), 0.45 ммоль/г (образец 2) и 0.25 ммоль/г (образец 3). 

По данным рН-метрического титрования водных суспензий КХМК оценили энер-
гетическую неоднородность образца 1 [105]. Рассчитывали p(lg Ka2), функцию распре-
деление привитых групп по логарифмам констант равновесия, характеризующим дис-
социацию АДФК по второй ступени: 

 .HLHLH 2
2

2
3

+−− +=
aK

 (17.5) 

Рассчитанные функции распределения унимодальны (табл. 17.5), что можно объяснить 
сравнительно однородным покрытием поверхности привитыми группами (при высокой 
концентрации закрепленных групп нивелируются различия между случайным и ост-
ровковым типами топографии).  
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Таблица 17.5. Результаты исследования энергетической неоднородности образца 1 
Группы +

3NH  Группы −LH3  I, моль/л 

доля 
групп, % 

интервал 
pKa 

доля 
групп, % 

интервал 
lg Ka2 

arg max p(lg Ka2) 

0.1 10 4.9 – 6.0 90 <-6.4  

0.5 20 5.0 – 5.5 80 -7.6 – -5.9 -6.79 

1.0 24 <4.8 76 -7.2 – -6.0 -6.58 

3.0 12 4.5 – 5.3 88 <-5.8  

 
Протолитические свойства привитых АДФК охарактеризованы также в рамках 

модели химических реакций [105, 106]. Адекватное описание кривых pH-метрического 
титрования потребовало учета как реакций диссоциации привитых групп (17.5) и 

 ,HHLLH
32

2
+−− +=

aK
 (17.6) 

так и их гомосопряжения  

 −−− =+ 3
223

2
2 H}L){(HLHLH

ГК
 (17.7) 

Величины рассчитанных параметров приведены в табл. 17.6 и 17.7. Константы 
диссоциации групп АДФК, особенно для образцов 1 и 2, заметно отличаются от соот-
ветствующих характеристик нативных аналогов в растворах: 4.6 < -lg Ka2 < 5.5; 
5.9 < -lg Ka3 < 7.7 [111–113], причем отличие тем больше, чем больше концентрация 
привитых групп и выше ступень диссоциации. Привитая АДФК ведет себя как более 
слабая кислота, чем аналоги в растворах. Лишь при ионных силах 1 и 3 моль/л величи-
ны lg Ka2 приближаются к значениям для аналогов в растворах, но Ka3 даже при I = 1 
моль/л ниже, чем соответствующая константа диссоциации АДФК в растворе [112]. 
Можно предположить, что обнаруженный феномен связан с многоосновностью этой 
кислоты и сильным влиянием электростатических взаимодействий, затрудняющих по-
следовательное отщепление ионов водорода от привитых молекул.  

Таблица 17.6. Логарифмы констант диссоциации и констант гомосопряжения 
функциональных групп АДФК (образец 1) при 20 oС 

I, моль/л 
Реакции  

0.1 0.5 1 3 
+− += HLHLH 34  -2.97±0.03    
+−− += HLHLH 2

23  -6.38±0.07 -6.23±0.03 -6.16±0.16 -5.80±0.03 
+−− += HHLLH 32

2   -8.7±0.5 -8.3±0.3  
−−− =+ 3

223
2

2 HL)(HLHLH  2.36±0.08 2.65±0.12 2.9±0.2 1±1 

Таблица 17.7. Логарифмы констант протолитических равновесий с участием 
закрепленных групп АДФК при I = 0.1 моль/л  и 20 оС 

No 
образца  

lg Ka2 lg Ka3 lg KГ 

2 -5.80±0.03 -8.09±0.04 3.31±0.06 

3 -4.57±0.05 -8.34±0.04 3.99±0.07 
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При исследовании комплексообразования ионов щелочноземельных, переходных 
металлов и лантаноидов обнаружено образование нескольких типов комплексов, вклю-
чая протонированные (табл. 17.8) [26, 106]. Для большинства изученных систем харак-
терно доминирование комплексов с эквимолярным соотношением ионов металла и ли-
гандов. В этом случае координационная сфера комплексов не насыщена анионами ами-
нодифосфоновых кислот, и закрепленные комплексы легко образуют разнолигандные 
окрашенные комплексы с органическими красителями (ксиленоловым оранжевым, 
хромазуролом S, арсеназо-1) [114]. Это обстоятельство делает перспективным создание 
оптических сенсоров на основе сорбентов SiO2-АДФК. 

Таблица 17.8. Логарифмы констант равновесия реакций образования комплексов 
АДФК на образцах 1 – 3 при ионной силе растворов 0.1 моль/л 

Образец 1 
Реакция Mn2+ Co2+ Ni2+ Cu2+ Zn2+ Cd2+ La3+ 

LMH
LHM

2

2
2

=
=+ −

 
 5.64± 

±0.07 
 5.12± 

±0.08 
5.23± 
±0.04 

4.60± 
±0.09 

4.98± 
±0.25 

22

2
2
L)M(H
LH2M

=
=+ −

 
10.3± 
±0.25 

10.7± 
±0.17 

8.36±
0.25 

9.34± 
±0.08 

10.63± 
±0.18 

 8.69± 
±0.25 

+

−

+=

=+

2HMHL

LHM 3  
   -8.05± 

±0.12 
 -8.34± 

±0.08 
 

+

−

+=

=+

4HM(HL)

L2HM

2

3  
      -18.8± 

±0.4 

 
Образец 2 

Реакции Ca2+ Sr2+ Cu2+ La3+ Cd2+ 

LMHLHM 2
2

2 =+ −  2.36±0.04 2.31±0.06    

MHL=HL+M -3  3.47±0.04 3.29±0.05 8.61±0.12 8.82±0.12 4.5±0.3 

+H+ML=MHL  -6.98±0.05 -7.11±0.06 -5.32±0.10 -6.81±0.07 -6.8±0.3 

 
Образец 3 

Реакции Ca2+ Sr2+ Cu2+ Ni2+ Pb2+ 

LMH=LH+M 22  3.01±0.08 3.06±0.03  4.38±0.07 4.27±0.06 

MHL=HL+M  5.80±0.08 5.02±0.03 8.50±0.17 7.60±0.06 8.79±0.13 

+H+ML=MHL    -5.03±0.14 -6.62±0.03 -5.26±0.02 

 
Реакции La3+ Dy3+ Eu3+ 

LMH=LH+M 2
-2

2  4.90±0.03 4.58±0.25 4.54±0.25 

MHL=HL+M  8.9±0.3 8.82±0.25 9.08±0.20 

+H+ML=MHL  -7.68±0.07 -6.92±0.08 -7.12±0.06 

 
Как известно [102, 111–113], аминодифосфоновые кислоты образуют несколько 

типов комплексов с ионами s-, d- и f-элементов, включая протонированные и поли-
ядерные, причем комплексы с ионами редкоземельных и многих переходных элементов 
нерастворимы. В силу этого обстоятельства подробное сопоставление состава и устой-
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чивости закрепленных комплексов и аналогов в растворе затруднено. Все же можно 
указать два главных отличия закрепленных комплексов от нативных аналогов: а)  на 
поверхности не образуются полиядерные комплексы и б)  закрепленные комплексы не-
сколько прочнее своих растворимых аналогов. Повышение констант устойчивости 
комплексов при закреплении можно объяснить действием нескольких факторов [26, 
106]. Во-первых, в случае диссоциации многоосновных кислот противоионы не полно-
стью компенсируют отрицательный заряд поверхности, что благоприятствует связы-
ванию катионов металлов. Во-вторых, закрепление снижает подвижность АДФК, и 
возможно, что фосфоновые группы зафиксированы в благоприятной для комплексооб-
разования конформации. 

С ростом ионной силы растворов устойчивость закрепленных комплексов АДФК 
уменьшается. Как и в случае привитой ИДА, закрепление нивелирует различие в кон-
стантах устойчивости комплексов АДФК с ионами s-, d- и f-элементов, что препятст-
вует применению сорбентов для разделения ионов металлов. Вместе с тем, различие 
все еще достаточно для того, чтобы сорбенты с привитыми АДФК были пригодны для 
сорбционного разделения ионов ряда переходных металлов [26, 106].  

Важные сведения, подтверждающие и дополняющие результаты КФХА, полу-
чены с помощью ЯМР спектроскопии на ядрах 13С и 31Р высокого разрешения в твер-
дом теле [12, 55]. Спектры сухих и гидратированных образцов SiO2-АДФК резко отли-
чаются, на основе чего были сделаны выводы о структуре привитого слоя КХМК. На 
поверхности воздушно сухого КХМК одна из фосфоновых групп закрепленной моле-
кулы образует водородную связь с силанольными группами поверхности (рис. 17.3), в 
то время как вторая фосфоновая группа остается свободной. После гидратации поверх-
ности водородные связи разрываются (рис. 17.3), в результате чего подвижность закре-
пленных групп АДФК повышается. Такая модель структуры привитого слоя не только 
объясняет спектральные характеристики, но и согласуется с доминированием закреп-
ленных комплексов эквимолярного состава [12]. 
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Рис. 17.3. Структура привитого слоя SiO2-АДФК [12]. 

 
Результаты исследования фосфорсодержащих комплексонов позволяют 

заключить, что 
• константы диссоциации привитых многоосновных кислот меньше 

констант диссоциации аналогов в растворе, причем различие тем больше, 
чем выше ступень диссоциации; 

• при высокой поверхностной концентрации привитых лигандов эф-
фекты энергетической неоднородности, связанные с островковой топогра-
фией поверхности, подавляются; 

• для сорбентов с привитыми группами АДФК характерно образова-
ние комплексов с эквимолярным содержанием ионов металлов и лигандов. 
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Выводы 
8. На протолитические процессы и комплексообразование на поверхности 

КХМК влияют, помимо химической природы привитой группы и сорбтива, топогра-
фия, химическая (не)однородность и структура привитого слоя, состояние гидратации 
поверхности КХМК, свойства растворителя, из которого осуществляется сорбция, тип 
и концентрация фонового электролита (при сорбции из водных растворов).  

9. Если привитая на поверхность функциональная группа способна к образова-
нию водородных связей с силанольными группами, следует ожидать формирования 
арочной структуры поверхности, преимущественного образования закрепленных бис-
комплексов и прочной фиксации противоионов у заряженных центров поверхности; 
условные константы протонизации (КН) привитых оснований снижаются по сравнению 
с КН аналогов в растворе, причем это снижение тем больше, чем выше основность на-
тивного аналога. 

10. При закреплении на поверхности карбоновых кислот, не склонных к образо-
ванию водородных связей с силанольными группами, их способность к диссоциации и 
комплексообразованию почти не меняется. В приповерхностном слое возможна сво-
бодная миграция противоионов. Состав закрепленных комплексов весьма чувствителен 
к виду и концентрации фонового электролита. 

11. Если привитый реагент содержит и основную, и кислотную группировки (как 
иминодиуксусная или аминофосфоновая кислоты), его протолитические и комплексо-
образующие свойства близки к свойствам аналогов в растворе. Наличие на поверхно-
сти КХМК остаточных аминогрупп создает в приповерхностном слое среду, облег-
чающую диссоциацию привитых молекул очень слабой кислоты. Константы диссоциа-
ции многоосновных кислот при закреплении снижаются, причем отличие констант 
диссоциации закрепленных реагентов и аналогов в растворе растет с повышением сту-
пени диссоциации. 

12. При островковой топографии поверхности КХМК, модифицированных даже 
полидентатными лигандами, наблюдается тенденция к преимущественному образова-
нию бис-комплексов ионов металлов с закрепленными лигандами. Островковая топо-
графия проявляет себя в также энергетической неоднородности сорбентов и необходи-
мости учета реакций гомосопряжения, дополняющих диссоциацию/протонизацию за-
крепленных групп. 

13. Устойчивость комплексов зависит от гибкости ножки, связывающей лиганд с 
поверхностью: гибкая алифатическая ножка способствует полному использованию ли-
гандом своей дентатности; жесткая гетероароматическая ножка, напротив, снижает на-
блюдаемую дентатность лиганда и константы устойчивости комплексов. 

14. Если анионы сорбируемых солей могут образовывать анионные металлоком-
плексы (обладают мостиковыми свойствами) и на поверхности образуются катионные 
металлокомплексы, то в слабосольватирующих растворителях в качестве противоионов 
выступают комплексные металлсодержащие анионы. 

15. Найдены простые корреляции между константами протонизации привитых 
аминов и их поверхностной концентрацией, а также константами устойчивости закреп-
ленных комплексов и характеристиками растворителей (диэлектрической проницаемо-
стью, донорным и акцепторным числами). 

 
Таким образом, учитывая как результаты, описанные в настоящей книге, так и 

сводку данных о комплексообразовании ионов металлов с иными привитыми лиган-
дами (гидроксамовой кислотой, амидоксимом, аминопиридинами, рядом аналитиче-
ских реагентов и др.) [26], можно утверждать, что удалось выявить и, во многих слу-
чаях, количественно охарактеризовать факторы, определяющие состав и устойчивость 
продуктов взаимодействия привитых реагентов с компонентами растворов. 
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Приложение. Программа CLINP 2.1 для обработки данных 
количественного физико-химического анализа: описание и 

руководство пользователя 
Общая характеристика 

Назначение: расчет констант устойчивости и факторов интенсивности (например, молярных 
коэффициентов поглощения) реагентов в равновесных системах по зависимостям «состав – 
свойство». Программа CLINP 2.1 (авторы Ю.В.Холин, Д.С.Коняев, С.А.Мерный), написанная 
на языке Visual C++ 5.0, представляет собой надстройку к табличному процессору Microsoft 
Excel версий 5.0 и выше и работает под управлением операционных систем Windows 95/98/NT. 

Распространение: программа CLINP 2.1 вместе с руководством пользователя на англий-
ском и русском языках и примерами доступна по адресам:  

 
http://klsp.kharkov.ua/kholin/clinp.html 
http://www.univer.kharkov.ua/main/dep/chemistry/kholin/clinp.html 
 
Программа распространяется на некоммерческой основе. При публикации результатов, 

полученных с ее использованием, авторы просят сделать соответствующую ссылку. 
Обрабатываемые данные: зависимости величин свойства равновесной системы от ее 

начального состава (зависимости состав–свойство). Свойства: результаты измерений методами 
спектрофотометрии, растворимости, распределения между фазами, потенциометрии с ионосе-
лективными электродами и данные других методов, в которых измеряемое свойство А можно 
представить как линейную комбинацию равновесных концентраций реагентов. 

Результаты:  
• логарифмы констант равновесия реакций в растворах, экстракционных или сорбци-

онных системах;  
• дисперсии–ковариации, множественные, общие и частные коэффициенты корреляции 

рассчитанных параметров;  
• факторы интенсивности комплексов (например, молярные коэффициенты поглоще-

ния);  
• локальные критерии адекватности модели – взвешенные невязки;  
• глобальные характеристики адекватности модели (остаточная дисперсия, статистика 

χ2, коэффициент асимметрии, эксцесс распределения, среднее значение и среднее 
значение модулей взвешенных невязок,);  

• перекрестная оценка достоверности (cross-validation);  
• диагностика плохо определенных (ill-posed) избыточных химических моделей;  
• равновесные концентрации реагентов во всех экспериментальных точках;  
• преобладающие компоненты. 
Подход: 
• оценивание параметров на основе робастных М-оценок Хьюбера, нечувствительных 

к засорению данных;  
• модифицированные алгоритмы методов Ньютона и Гаусса-Ньютона, обеспечиваю-

щие быструю глобальную сходимость итераций;  
• встроенные средства анализа данных (кросс-оценивание достоверности, сингулярное 

разложение матрицы Якоби, выявление преобладающих компонентов и др.);  
• подготовка данных с помощью средств Microsoft Excel. 
Публикации: 1) Мерный С.А., Коняев Д.С., Холин Ю.В. Робастное оценивание парамет-

ров в задачах количественного физико-химического анализа // Вiсн. Харк. ун-ту. No 420. Хiмiч-
нi науки. Вип. 2. – 1998. – С. 112-120. 2) Холин Ю.В., Коняев Д.С., Мерный С.А. Построение 
модели комплексообразования: от результатов измерений к окончательному вердикту // Вiсн. 
Харк. ун-ту. No 437. Хiмiчнi науки. Вип. 3 (26). – 1999. – С. 17-35. 

Инсталляция: получив файл clinp.zip, распаковать его с помощью программы winzip 
(http:\\www.winzip.com) в выбранный каталог. В этом каталоге появятся файлы clinp.exe, 
clinp.xla, readme.txt, mfc42.dll, msvcrt.dll, qnw32.dll, а также подкаталоги Help_Eng, Help_Rus и 
Examples. Файл Help_Eng.html в подкаталоге Help_Eng – главный файл Help на английском 
языке; файл Help_Rus.html в подкаталоге Help_Rus  – главный файл Help на русском языке. 
Подкаталог Examples содержит примеры, описанные в руководстве пользователя. Пользователь 
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должен один раз запустить программу CLINP.EXE, затем открыть Microsoft Excel и загрузить 
надстройку CLINP.XLA. Далее следует изучить руководство пользователя, наполнить своими 
данными файл Template.xls в подкаталоге Examples, сохранить его под другим именем и нажать 
клавиши CTRL+R для выполнения расчетов. 

Данные для программы CLINP 2.1. Модель равновесий 
Задаваемая пользователем входная информация делится на обязательную и дополнитель-

ную. Первая необходима при обработке любых данных, необходимость в привлечении второй 
зависит от особенностей исследуемой системы и экспериментального метода. 

ОБЯЗАТЕЛЬНАЯ ИНФОРМАЦИЯ: 
• параметры, управляющие ходом расчетов;  
• стехиометрическая матрица;  
• логарифмы известных констант равновесия;  
• искомые параметры и их связь с логарифмами констант устойчивости химических 

форм;  
• величины измеренных свойств равновесной системы для всех изученных смесей и 

всех аналитических позиций (аналитической позицией называем канал измерения ха-
рактеристики равновесной системы, например, длину волны при многоволновой 
спектрофотометрии);  

• общие (аналитические) концентрации компонентов, известные по условиям смеши-
вания реагентов;  

• известные факторы интенсивности реагентов;  
• статистические веса, назначенные в соответствии с уровнем случайных погрешнос-

тей исходных данных. 
ДОПОЛНИТЕЛЬНАЯ ИНФОРМАЦИЯ: 
• равновесные концентрации (активности) независимых компонентов (вместо общих 

(аналитических) концентраций, если для всех изученных смесей, помимо свойства А, 
известны равновесные концентрации (активности) одного или нескольких независи-
мых компонентов).  

• признаки принадлежности реагентов одной из фаз (при обработке данных по сорб-
ции/экстракции);  

• отношения массы (при изучении сорбции) или объема (при исследовании экстракци-
онных равновесий) фазы ІІ к объему жидкой фазы (фазы I) (при обработке данных по 
сорбции/экстракции) во всех экспериментальных точках. 

Блоки входной информации о моделируемой системе, параметрах, регулирующих ход 
расчетов, и выводимых результатах формируются по шаблону на отдельных листах файла Mic-
rosoft Excel (расширение xls). Обязательная информация размещена на листах Parameters, Stoi-
chiometry, Logarithms of Constants, Transformation, Measured Properties, Total Concentrations, 
Weights, Intensity Factors, а дополнительная – на листах Phase Pointers и Volume Ratios. 

Обозначения 
N – число изученных смесей; 
S – число химических форм; 
Λ – число аналитических позиций (например, длин волн при спектрофотометрическом 

изучении равновесий); 
Ω – число реагентов с неизвестными факторами интенсивности; 
Li – реагент (химическая форма, species) под номером i; 
βi – константа устойчивости i-го реагента; 
LKu – неизвестный параметр под номером u; 
αli – фактор интенсивности реагента Li для l-й аналитической позиции. 
Запись реакций 
Реакции записываются в канонической форме: 

 , ..., 2, 1,  ,v
1

SiLB
Y

j
ijij ==∑

=
 (П.1) 

где Bj – независимые компоненты (см. гл. 4). В число реакций обязательно следует включить 
тривиальные – получения компонентов Bj из самих себя с константой равновесий 1 (логарифм 
константы 0). Стехиометрические коэффициенты νij могут быть положительными, отрицатель-
ными или принимать нулевые значения. Они могут быть как целыми, так и дробными числами. 
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Стехиометрические коэффициенты образуют стехиометрическую матрицу ||νij|| размером 
S×Y. Первыми в стехиометрической матрице записываются уравнения реакций получения Ω 
веществ, для которых факторы интенсивности реагентов неизвестны. 

Содержательная модель 
Предполагается, что в исследуемой системе коэффициенты активности реагентов посто-

янны (например, благодаря введению в раствор избытка фонового электролита). Это позволяет 
пользоваться концентрационными константами равновесия и записывать уравнения ЗДМ в виде 

 [ ]
[ ]

,10 1
lgνβlg ∑+

==

Y

j
jiji B

iL  (П.2) 

где величины в квадратных скобках – равновесные концентрации, βi – концентрационная кон-
станта устойчивости формы Li. Если экспериментально определена активность компонента Bk, 
равновесную концентрацию [Bk] заменяют оценкой активности a(Bk); константы устойчивости 
тех форм Li, для которых стехиометрические коэффициенты νik не равны 0, являются не кон-
центрационными, а смешанными. 

Искомые параметры 
1) логарифмы р неизвестных констант равновесия;  
2) факторы интенсивности первых Ω реагентов в стехиометрической матрице для каждой 

из Λ аналитических позиций. В методе спектрофотометрии факторы интенсивности – молярные 
коэффициенты поглощения, аналитические позиции – длины волн. 

Общее число искомых параметров z = p + Λ × Ω . 
Логарифмы неизвестных констант устойчивости комплексов (химических форм, species) 

Li рассматриваются как функции подлежащих расчету параметров LKu (их число р должно быть 
равно числу неизвестных констант устойчивости форм Li): 

 ∑
=

⋅+=
p

u
uiuii

1

0 LKτβlgβlg , (П.3) 

где lg βi
0 – неменяемый вклад в lg βi, LKu – искомые параметры, τiu – элементы матрицы T раз-

мером p×p преобразования параметров LKu в lg βi. 
Используемая форма представления информации об искомых параметрах позволяет 

гибко варьировать перечень искомых параметров, переходя, например, от расчета общих к оп-
ределению ступенчатых констант устойчивости (см. примеры). 

Измеряемые свойства 
Для обработки пригодны свойства равновесной системы (А), которые изменяются при 

варьировании ее начального состава. Величины свойства А измеряют для N смесей реагентов 
при Λ  ≥  1 аналитических позиций: 
 Alk = ζ(λl,  n*k),  (П.4) 
где k – номер исследуемой равновесной смеси, 1 ≤  k ≤  N, λ – аналитическая позиция, l – ее но-
мер, 1 ≤ l ≤  Λ , n*k – вектор исходных (известных по условиям смешивания) количеств вещества 
реагентов в k-й исследуемой смеси. Величины Alk образуют матрицу измеренных свойств раз-
мером Λ×N.  Измеряемые свойства должны быть линейными комбинациями равновесных кон-
центраций реагентов: 

 [ ]∑
=

=
S

i
kililk LA

1
α , (П.5) 

где Li – реагенты, [Li]k – равновесная концентрация реагента Li в k-й смеси, αli – известный или 
подлежащий определению фактор интенсивности реагента Li для аналитической позиции λl. 
Факторы интенсивности образуют матрицу E размером Λ×S, размещаемую на листе Intensity 
Factors (см. пример 1). 

Экспериментальные методы 
Программа позволяет обрабатывать данные, полученные методами спектрофотометрии, 

растворимости, распределения, потенциометрии и др. 
В случае метода растворимости элементами матрицы А являются измеренные величины 

растворимости осадка. 
Для метода спектрофотометрии элементы матрицы А – величины светопоглощения, 

деленные на длину светопоглощающего слоя. 
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В методе распределения изучают распределение некоторого компонента Х между фазами 
I (раствор веществ в растворителе I) и II (раствор в растворителе II или сорбент), причем в каж-
дой точке зависимости состав – свойство точно известны объем фазы I (VI) и объем (VII) (при 
исследовании экстракционных равновесий) или масса (mII) (при изучении сорбционных процес-
сов) фазы II. По результатам экспериментов исследователю должны быть доступны, по крайней 
мере, две величины из списка: n0(X); RD; t[X]; t{X}, где n0(X) – общее количества вещества Х в 
системе, моль; RD – коэффициент распределения Х между фазами 
 RD = t{X} / t[X], (П.6) 
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общая концентрация Х-содержащих реагентов в фазе II (моль/г фазы II при исследовании сорб-
ционных равновесий; моль/л фазы II при изучении экстракции); 
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общая концентрация Х-содержащих реагентов в фазе I, моль/л фазы I, фигурными скобками 
выделены равновесные концентрации реагентов в фазе II, квадратными – в фазе I. 

Зная две из указанных величин, легко вычислить остальные. Так, если при исследовании 
сорбционных равновесий компонента Х стали известны n0(X) и RD, 
 t[X] = n0(X) / (VI + RD⋅ mII), (П.9) 

 t{X} = n0(X) × RD / (VI + RD⋅ mII). (П.10) 
При моделировании равновесий в качестве величин, аппроксимируемых моделью, выби-

рают t[X] или t{X}. В первом случае в программу CLINP 2.1 передается величина свойства 
 А = t[X], (П.11) 
а во втором случае А определяют по формуле 
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Измерения методом потенциометрии, в зависимости от способа градуировки потенцио-
метрической цепи, предоставляют информацию о логарифмах активностей или равновесных 
концентраций некоторого реагента Х. Если получены сведения о lg [X], в программу в качестве 
величины свойства А передаются величины 10lg [X]. 

Если экспериментально получены оценки активностей a(X) (например, a(H+) = 10-pH в рН-
метрических исследованиях), следует, используя γX – коэффициенты активности X в исследуе-
мых растворах, рассчитать значения [X] = a(X) / γX и передать их программе CLINP 2.1 в каче-
стве измеренных свойств равновесных систем. Пересчет необходим, если выполнялись рН-мет-
рические измерения при рН < 3.5 или pH > 10.5, когда вкладом равновесных концентраций [H+] 
или [OH-] в общие концентрации t(H+) – величины порядка 10-3–10-1 при исследовании равнове-
сий в растворах – пренебречь нельзя. Необходимые значения коэффициентов активностей для 
температуры 298 К можно рассчитать по формуле 

 Ib
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I
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0.5γlg H , (П.13) 

где I – ионная сила раствора, моль/л, коэффициенты a и b для различных фоновых электроли-
тов, заимствованные из книги [115], приведены в табл. П.1. 

Таблица П.1. Коэффициенты уравнения (П.13) 
Электролит a b 

NaCl 4.20 0.22 
KCl 6.10 0.113 

KNO3 8.02 0.092 
NaClO4 9.30 0.16 
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Пересчет оценок активностей в равновесные концентрации обеспечивает расчет концен-
трационных констант равновесия; если пересчет активностей в концентрации не выполнялся, 
определяемые по программе CLINP 2.1 константы равновесия реакций, в которых участвуют 
ионы Н+, будут смешанными. 

Условия материального баланса 
Инвариантами системы являются количества вещества независимых компонентов (см. гл. 

4). Если реакции происходят в растворах, объем которых при этом не меняется, инвариантами 
являются и общие (аналитические) концентрации компонентов, моль/л: 

 Yj)Lct
S

i
iijj 1,2,...,, (ν

1
=⋅= ∑

=
, (П.14) 

где c(Li) – начальные (известные по условиям смешивания реагентов) концентрации Li. Эта сис-
тема уравнений задает условия материального баланса (лист Total Cоncentrations) 

Статистические веса и модель экспериментальных погрешностей 
На основе представлений об экспериментальных погрешностях пользователь назначает 

статистические веса wlk. Разумно принять, что все экспериментальные величины, кроме свой-
ства А, измерены точно. Если Alk измерены с одинаковой абсолютной погрешностью s (такую 
модель часто применяют при обработке спектрофотометрических данных), то всем измерениям 
назначают одинаковые статистические веса 
 wlk = 1 / s2. (П.15) 

Если измерения Alk выполнены с одинаковой относительной погрешностью sr, веса вы-
числяют в соответствии с формулой 

 22
11

rlk
lk

sA
w ⋅= .  (П.16) 

Эти и другие способы назначения статистических весов (см., например, [116]) легко 
реализовать с помощью средств работы с формулами Microsoft Excel. 

Размещение информации на листах файлов Microsoft Excel. 
Ход и результаты расчетов 

Лист Parameters 
Лист Parameters содержит заданные по умолчанию и доступные для изменения пользова-

телем значения параметров, управляющих расчетами.  
Значение 
параметра 

Текст на листе Microsoft 
Excel 

Русский перевод Комментарий 

200 The maximum number of 
iterations 

Максимальное число 
итераций 

Максимально допустимое 
число итераций уточнения LKu
при фиксированном значе-

нии σ. 
0 Per cent of outliers Процент грубых вы-

бросов 
Процент грубых выбросов 

0≤δ≤99 (0 – задача наимень-
ших квадратов, 99 – задача 

метода наименьших модулей).
0 Method of calculation  

0 – quasi-Newton, 
1 – Gauss-Newton 

Метод расчета  
0 – квази-Ньютон, 
1 – Гаусс-Ньютон 

 

5,00E-06 Minimum relative value of 
gradient 

Минимальное относи-
тельное значение гра-

диента 

Основной критерий остановки 
расчетов. Рекомендуется 

(1-10)⋅10-6. 
1,00E-06 Minimum length of step Минимальная длина 

шага 
Рекомендуется 10-6. 

1 Maximum length of step Максимальная длина 
шага 

Рекомендуется 0.5-1. 

10 The typical value of parame-
ters to be found 

Типичные значения 
искомых параметров 

Рекомендуется 1 – 10.  

25 The typical value of criterion 
function 

Типичное значение 
критериальной функ-

ции 

Рекомендуется 1 – 200.  
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Значение 
параметра 

Текст на листе Microsoft 
Excel 

Русский перевод Комментарий 

1,00E-06 Minimum relative value of 
step 

Минимальная относи-
тельная длина шага 

Критерий остановки расчетов. 
Рекомендуется (1-10)⋅10-6. 

0,0001 The parameter of Armijo 
condition 

Параметр условия 
Армио 

Параметр, регулирующий дли-
ну шага λ при линейном поис-
ке. Рекомендуется 10-4.  

0/1 Cross-validation Кросс-валидация 
  

1 – выполнить 
кросс-валидацию, 
0 – не выполнять. 

0/1 Transposition Транспонирование  0 – матрицы измеренных 
свойств, весов, факторов ин-
тенсивности вводятся так, как 
описано в тексте и показано в 
примерах; 
1 – матрицы вводятся в транс-
понированном виде. 

 0/1 Information about calculation 
process 

Расширенная инфор-
мация о процессе рас-

четов. 

0 – расширенная информация 
не выводится; 
1 – в дополнительное окно вы-
водится информация о вели-
чине критериальной функции, 
значениях параметров, матри-
цах первых и вторых произ-
водных на каждой итерации. 

 
Лист Stoichiometry 
Размещается стехиометрическая матрица 
Лист Logarithms of Constants 
В порядке записи реакций в стехиометрической матрице формируется столбец, содержа-

щий величины lg βi. Вместо неизвестных lg βi записываются начальные приближения искомых 
параметров LKu (их выделяют красным цветом). Если имеется хотя бы один не равный нулю 
неменяемый вклад lg βi

0, рядом со столбцом lg βi формируется столбец lg βi
0, причем для точно 

известных lg βi элементами столбца lg βi
0 являются нули. 

Лист Transformation 
Записываются элементы матрицы Т. 
Лист Meаsured Properties 
Cодержатся величины измеренных свойств равновесных систем. Номера строк соответ-

ствуют номерам изученных смесей k, k =1, 2, ..., N, а номера столбцов – номерам аналитических 
позиций λl, l = 1, 2, ..., Λ. 

Лист Total Concentrations 
Приводятся общие концентрации tj независимых компонентов Bj во всех эксперимен-

тальных точках. Номера строк соответствуют номерам изученных смесей k, k =1, 2, ..., N, а но-
мера столбцов – номерам компонентов Bj, j = 1, 2, ..., Y. В каждой экспериментальной точке 
общие концентрации tj, моль/л, рассчитываются по формуле (П.14), связывающей tj с начальны-
ми концентрациями реагентов с(Li). 

Учитывая многообразие применяемых на практике схем организации эксперимента, ав-
торы не стремились предусмотреть в программе все возможные способы вычисления tj. Для 
подготовки tj следует пользоваться средствами Excel для работы с формулами. 

Если изучалось комплексообразование в двухфазной системе, все tj должны быть пере-
считаны на объем фазы I и измеряться в моль/л. 

При некоторых схемах эксперимента кроме величин выбранного свойства системы (ска-
жем, светопоглощения раствора или растворимости осадка) дополнительно измеряют во всех 
экспериментальных точках равновесные активности (концентрации) одного из независимых 
компонентов (обычно по данным рН-метрии оценивают активность ионов водорода 
а(Н+) = 10-рН. При такой постановке эксперимента общие концентрации t(H+) не контролируют 
и в программу не вводят, а вместо столбца t(H+) на листе Total Concentrations записывают стол-
бец величин а(Н+), выделяя их красным цветом. 
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Лист Weights 
Размещают матрицу статистических весов. Номера строк соответствуют номерам изу-

ченных смесей k, k =1, 2, ..., N, а номера столбцов – номерам аналитических позиций λl, 
l = 1, 2, ..., Λ . Статистические веса задает пользователь на основе принятой модели погрешно-
стей экспериментальных данных, обращаясь, в случае необходимости, к средствам Excel для 
работы с формулами. 

Лист Intensity Factors 
На листе Intensity Factors записывают факторы интенсивности. Номера строк (i) соответ-

ствуют номерам химических форм в стехиометрической матрице, i = 1, 2, ..., S, а номера столб-
цов – номерам аналитических позиций λl, l = 1, 2, ..., Λ. Подлежащие расчету факторы интен-
сивности первых Ω реагентов выделяют красным цветом. Если по данным предварительных 
исследований остался неизвестным фактор интенсивности реагента Li хотя бы для одной из Λ 
аналитических позиций, программа CLINP 2.1 требует вычисления факторов интенсивности 
этого реагента для всех аналитических позиций. Ситуация, в которой реагенту Li для некоторых 
позиций приписаны точно известные факторы интенсивности, а для других позиций требуется 
выполнить расчет, недопустима. 

Листы Volume Ratios и Phase Pointers 
Заполняются только в том случае, если изучалось распределение реагента между фазами. 

На листе Volume Ratios формируется содержащий N значений столбец отношений объемов фаз 
VII / VI, если обе фазы жидкие, или отношений массы фазы II (сорбента), mII, к объему фазы I 
(mII / VI) в противном случае. 

 На листе Phase Pointers записывают столбец из S величин. Элементы столбца принимают 
значение 1, если реагент находится в фазе I, и значение 2, если он принадлежит фазе II. 

ЗАПУСК ПРОГРАММЫ ОСУЩЕСТВЛЯЕТСЯ НАЖАТИЕМ КЛАВИШ CTRL+R 
В окне Running содержится информация о ходе вычислений: 

Status Running / Success 
Method Newton (Gauss-Newton) 

Per Cent of Outliers Заданное значение процента грубых промахов δ 
Iteration on Scale Номер итерации по параметру σ 
Criterion Function Величина минимизируемой функции 
Relative Gradient Значение относительного градиента 
Scale’s Parameter Значение масштабного параметра σ 

Iteration Номер итерации по уточнению LKu при фиксированном 
значении σ 

Criterion Function Величина минимизируемой функции 
Relative Gradient Значение относительного градиента 
Результаты расчетов 
На лист Rеsults программа выводит сведения о 
• величине критериальной функции,  
• значении критерия останова итераций,  
• величинах искомых параметров,  
• матрице их дисперсий-ковариаций,  
• множественных, парных и общих коэффициентах корреляции,  
• матрице взвешенных невязок,  
• глобальных критериях адекватности модели, 
• равновесных концентрациях реагентов, рассчитанных во всех экспериментальных 

точках. 
 В качестве глобальных критериев адекватности  используются средняя взвешенная не-

вязка (для адекватной модели близка к 0.8), среднее значение модулей невязок (для адекватной 
модели близко к нулю), остаточная дисперсия s0

2 и модифицированная (робастная) статистика 
χ2.  

Лист Results 
Листинг результатов начинается с сообщения о том, по какому критерию прекращены 

расчеты. 
Далее под текстом Logarithms of Constants расположены значения логарифмов констант 

устойчивости и рассчитанных параметров LKu (последние выделены красным цветом). 
Приводится матрица дисперсий-ковариаций параметров LKu. 
После заголовка Intensity Factors следуют факторы интенсивности реагентов, причем рас-

считанные значения факторов интенсивности выделены красным цветом. 
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Текст Weighted Discrepancies предшествует матрице взвешенных невязок, содержащей 
величины ξ = w1/2⋅∆ , где ∆  = Авычислено - Аэксперимент . Синим цветом выделена ξ с наименьшим 
абсолютным значением, а красным – ξ с наибольшим абсолютным значением. 

Для каждой смеси, для каждой аналитической позиции и для всего массива взвешенных 
невязок выводятся средние значения невязок (mean residual) и средние значения модулей невя-
зок (residual mean). 

Приводятся величины остаточной дисперсии (residual variance) и ее оценки σ2, получен-
ной при вычислении масштабного параметра σ по схеме Хьюбера (Huber variance). 

Рассчитываются статистики, необходимые для проверки адекватности модели: коэффи-
циент асимметрии (Skewness), эксцесс (Кurtosis), робастное значение статистики χ2 (Robust 
Person's Chi-square observed) и 5 %-ная точка распределения χ2 для числа степеней свободы f. 

Далее приводятся множественные (Multiple), частные (Partial) и общие (Total) коэффици-
енты корреляции параметров LKu. 

Выводятся результаты сингулярного разложения матрицы Якоби производных  
J = ∂ A / ∂ θ : сингулярные числа κi и матрица V. 

Под текстом Equlibrium concentrations, mol/l, располагаются рассчитанные равновесные 
концентрации всех реагентов во всех экспериментальных точках (для двухфазной системы кон-
центрации химических форм в фазе II пересчитаны на объем фазы I). Синим цветом выделя-
ются концентрации преобладающих компонентов. 

Перекрестная оценка достоверности (Cross-Validation) 
Множество N экспериментальных точек делится на два подмножества. Одно содержит 

(N-1) точек и служит основой для расчета параметров LKu и <αli>, другое, содержащее одну 
точку с номером g, используется для оценки достоверности модели. Для g-й точки при всех 
аналитических позициях находят невязки 

 ( )тэксперименвычислено1/2
lglglglg AAwd −⋅= , (П.17) 

где величины, отмеченные шляпкой, рассчитывают для условий эксперимента в g-й экспери-
ментальной точке при значениях параметров, найденных по остальным измерениям. Эту проце-
дуру повторяют для всех N возможных разбиений множества экспериментальных точек и рас-
считывают дисперсию кросс-оценивания 

 ∑∑
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Лист Cross Validation 
На листе Cross Validation для каждой экспериментальной точки записываются невязки dlg 

и величины искомых параметров LKu, вычисленные при отбрасывании из обрабатываемого 
массива g-й точки; приводится дисперсия кросс-оценивания. 

Принцип расчета параметров. Проверка адекватности модели 
Искомые параметры 
1) логарифмы р неизвестных констант равновесия lg βi;  
2) факторы интенсивности первых Ω реагентов в стехиометрической матрице для каж-

дой из Λ аналитических позиций. 
Критериальная функция. Робастные оценки 
В качестве робастной оценки искомых параметров принимают такой вектор θ (набор под-

лежащих определению βi, αli), который обращает в минимум критериальную функцию 
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ξlk – взвешенная невязка между вычисленной и измеренной величинами некоторого свойства 
равновесной системы, ξlk = wlk

1/2⋅∆lk, невязка ∆lk = Alk
вычислено - Alk

измерено (подробное описание 
подхода см. в гл. 10). Критерий (П.19) (М-оценка Хьюбера) – это гибрид критериальных функ-
ций, соответствующих задачам МНК и метода наименьших модулей (МНМ). В предельных 
случаях (априорная интенсивность грубых промахов в данных δ = 0 или δ = 99 %) минимизация 
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критерия (П.19) эквивалентна решению задач МНК или МНМ соответственно. Варьирование δ 
представляет собой адаптацию процедуры параметрической идентификации к обрабатываемым 
данным. Для минимизации критериального функционала использованы методы Ньютона и Га-
усса-Ньютона (см. гл. 10). 

Анализ адекватности модели 
Если взвешенные невязки ξlk = wlk

1/2⋅∆lk – независимые случайные нормально распреде-
ленные величины с нулевым средним и единичной дисперсией, то остаточная дисперсия 

 ∑∑
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lklkw

f
s ,    f = N⋅Λ- z, (П.21) 

является случайной величиной, распределенной как χ2/f с f степенями свободы и математиче-
ским ожиданием 1. Модель считают адекватной эксперименту, если выполняется неравенство 

 )05.0(χ 22
0эксп2

ffs χ<⋅= , (П.22) 

где χf
2(0.05) – 5 %-ная точка распределения χ2 для f степеней свободы. При параметрической 

идентификации модели с использованием М-оценок Хьюбера стандартную процедуру проверки 
адекватности смягчают, уменьшая значение f: 
 f = (N Λ - z) ⋅ {1 + 0.5⋅ γ2 ⋅ (N⋅ Λ - z)/N⋅Λ }-1, (П.23) 
где γ2 – выборочный эксцесс распределения взвешенных невязок. 

По величинам взвешенных невязок ξlk находят выборочные оценки параметров их рас-
пределения: коэффициент асимметрии A~ , эксцесс γ2, среднее значение взвешенных остатков 
(mean residual, average residual) ∆  и среднее значение модулей взвешенных остатков (residual 
mean) ∆

~ . Если ξlk распределены нормально с нулевым средним и единичной дисперсией, мате-
матические ожидания асимметрии, эксцесса и средней невязки равны нулю, а математическое 
ожидание среднего значения модулей невязок составляет 0.8. 

Выборочные значения A~ , γ2 и ∆
~   сравнивают с процентными точками распределения со-

ответствующих статистик (табл. 9.4 – 9.6) и, если выборочные оценки для заданного уровня 
значимости α не превышают своих 100α-процентных точек, признают модель адекватной по 
этим критериям. 

Оценка погрешностей и коэффициенты корреляции параметров 
Программа по окончании итераций рассчитывает симметричную ковариационную мат-

рицу рассчитанных параметров D(lg β). На диагонали ковариационной матрицы стоят оценки 
дисперсий компонентов вектора lg β – s2(lg βj), а над и под диагональю – их ковариации 
cov(lg βi, lg βj): 
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Эта матрица используется для определения доверительных интервалов параметров и расчета 
частных, общих и множественных коэффициентов корреляции (см. гл. 9). 

Выявление избыточности модели при анализе матрицы Якоби 
Программа сообщает о результатах сингулярного разложения матрицы Якоби 

 J = ∂ A / ∂ lg β = U Σ VT, (П.24) 
где U и V – ортогональные матрицы, Σ  – прямоугольная матрица с диагональным и нулевыми 
блоками, на диагонали которой находятся сингулярные числа κi. Малые сингулярные числа 
(κi / κмакс < 10-4 – 10-6) соответствуют линейным комбинациям искомых параметров lg βj, к из-
менению которых критериальная функция не чувствительна. Коэффициенты этих комбинаций 
содержатся в столбцах матрицы V, номера которых соответствуют номерам малых сингулярных 
чисел. 
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Примеры  
1. Спектрофотометрический  метод 

Равновесия в водных растворах, содержащих Cu(II) в концентрации t(Cu2+) = 0.01 моль/л, 
этилендиамин En в концентрации t(En) = 0.1 моль/л и оксалат-ионы Ox2- в концентрации 
t(Ox2-) = 0.1 моль/л исследовали при рН в интервале 5.12 –11.21 (21 раствор) спектрофотомет-
рическим методом при 6 длинах волн поглощаемого света [116]. Постулируется присутствие в 
растворах химических форм Cu2+, En, Ox2-, H+, CuOH+, EnH+, EnH2

2+, HOx-, CuEn2
2+, CuEnOx и 

CuOx2
2-. 
В предварительных исследованиях определены константы равновесия ряда реакций с 

участием Cu2+, En и Ox2-, а константы устойчивости комплексов CuEnOx и CuOx2
2- неизвестны: 

 
Реакция Логарифм константы равновесия 

(H2O) + Cu2+ = CuOH+ + OH- -8.0 
Cu2+ + 2 En = CuEn2

2+ 15.69 
En + H+ = EnH+ 10.18 

En + 2 H+ = EnH2
2+ 17.67 

Ox2- + H+ = HOx- 3.85 
 

Хотя выбор компонентов при записи реакций в системе не однозначен, при исследовании 
комплексообразования чаще всего пользуются набором, в который входят ионы металлов-ком-
плексообразователей, лиганды и ионы водорода. Выберем в качестве компонентов ионы Сu2+, 
этилендиамин Еn, оксалат-ион Ox2- и ионы водорода Н+. Запись реакций в канонической форме 
приведена в таблице П.2. 

Обратим внимание на то, что вода является участником реакций. Однако если взаимо-
действия происходят в водной среде при малых концентрациях реагентов, то активность рас-
творителя при реакциях практически не меняется, вода не учитывается ни в материальном ба-
лансе, ни в законе действия масс и, следовательно, для воды не нужен столбец в матрице сте-
хиометрических коэффициентов. Это положение сохраняется и для реакций в других средах: 
растворитель в стехиометрической матрице не учитывается. 

 
Таблица П.2. Пример записи информации о реакциях 
Матрица ||νij||: стехиометрические 
коэффициенты при компонентах 

No 
  

Химическая 
форма 

  Cu2+ 

(B1) 
En 
(B2) 

Ox2- 

(B3) 
H+ 

(B4) 

Реакция 
  

lg βi 
  

1 CuEn2
2+ 1 2 0 0 Cu2+ + 2 En = CuEn2

2+ 15.69 
2 CuEnOx 1 1 1 0 Cu2+ + En + Ox2- = CuEnOx  ? 
3 CuOx2

2- 1 0 2 0 Cu2+ + 2 Ox2- =  CuOx2
2- ? 

4 Cu2+ 1 0 0 0 Cu2+ = Cu2+  0 
5 En 0 1 0 0 En = En  0 
6 Ox2- 0 0 1 0 Ox2-  = Ox2- 0 
7 H+ 0 0 0 1 H+ = H+ 0 
8 OH- 0 0 0 -1 (H2O) - H+ = OH-  -14.0 
9 EnH+` 0 1 0 1 En + H+ = EnH+  10.18 

10 EnH2
2+ 0 1 0 1 En + 2 H+ = EnH2

2+ 17.67 
11 HOx- 0 0 1 1 Ox2- + H+ = HOx- 3.85 

 
Пусть в задачу исследования входит определение параметров  

LK1 = lg β (Cu2+ + En + Ox2 -= CuEnOx) и LK2 =  lg β (Cu2+ + 2 Ox2- = CuOx2
2-), 

а также молярных коэффициентов поглощения комплексов CuEn2
2+, CuEnOx и CuOx2

2-. Легко 
видеть, что в этом случае lg β2 = LK1, lg β3 = LK2. Пользуясь уравнением (П.3), можно записать: 

 lg β2 = 0 + 1⋅LK1 + 0⋅LK2, 
 lg β3 = 0 + 0⋅LK1 + 1⋅LK2. 

Следовательно, неменяемые вклады lg β2
0 = lg β2

0 = 0, а матрица преобразования Т является 
диагональной: 
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При начальных приближениях оценок параметров LK1
исх = 10 и LK2

исх = 5 содержимое 
листов Logarithms of Constants и Transformation имеет вид:  

Logarithms of Constants 
15,69 

10 (отмечен красным цветом) 
5 (отмечен красным цветом) 

0 
0 
0 
0 
-8 

-14 
10,18 
17,67 
3,85 

 
Transformation 

1 0 
0 1 

 
Иначе обстоит дело, если необходимо определить не константы устойчивости комплек-

сов CuEnOx и CuOx2
2-, а константы равновесия реакций замещения лигандов 

LK1 = lg K(CuEn2
2+ + Ox2- = CuEnOx + En), 

LK2 = lg K(CuEnOx + Ox2- = CuOx2
2- + En). 

Легко видеть, что реакция образования комплекса CuEnOx из компонентов Cu2+, En и 
Ox2- (реакция 2, табл. П.2).  

Cu2+ + En + Ox2- = CuEnOx  
является линейной комбинацией реакций 

1× Cu2+ + 2 En = CuEn2
2+ lg β1 

+     
1× CuEn2

2+ + Ox2- = CuEnOx + En LK1 
  Cu2+ + En + Ox2- = CuEnOx lg β2 

 
и, следовательно, логарифм константы устойчивости комплекса CuEnOx 

lg β2 = lg β1 + 1⋅LK1 + 0⋅LK2. 
Реакцию образования комплекса CuOx2

2- из компонентов Cu2+, En и Ox2- (реакция 3, 
табл. П.2) можно рассматривать как линейную комбинацию трех реакций: 

1× Cu2+ + 2 En = CuEn2
2+ lg β1 

+     
1× CuEn2

2+ + Ox2- = CuEnOx + En LK1 
+     
1× CuEnOx + Ox2- = CuOx2

2- + En LK2 
  Cu2+ + 2 Ox2- = CuOx2

2- lg β3 
 
Логарифм константы устойчивости комплекса CuOx2

2- 

lg β3 = lg β1 + 1⋅LK1 + 1⋅LK2. 
Таким образом, неменяемые вклады lg β2

0 = lg β3
0 = lg β1 = 15.69, матрица преобразова-

ния имеет вид: 
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При искомых параметрах 
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LK1 = lg K(CuEn2
2+ + Ox2- = CuEnOx + En), 

LK2 = lg K(CuEnOx + Ox2- = CuOx2
2- + En) 

и начальных приближениях оценок параметров LK1
исх = -5 и LK2

исх = -7 содержимое листов 
Logarithms of Constants и Transformation имеет вид: 

 
Logarithms of Constants 

15,69 0 
-5 (отмечен красным цветом) 15,69 
-7 (отмечен красным цветом) 15,69 

0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
-8 0 

-14 0 
10,18 0 
17,67 0 
3,85 0 

 
Transformation 

1 0 
1 1 

 
На листе Measured Properties размещены величины светопоглощений, деленные на длину 

поглощающего слоя (содержимое листа выделено жирным шрифтом): 
 

Номера длин волн Номера 
растворов 1 2 3 4 5 6 

1 0,273 0,46 0,285 0,265 0,119 0,03 
2 0,256 0,46 0,294 0,271 0,124 0,029 
3 0,247 0,459 0,296 0,275 0,127 0,03 
4 0,235 0,461 0,315 0,293 0,147 0,039 
5 0,224 0,461 0,32 0,298 0,155 0,039 
6 0,202 0,46 0,333 0,312 0,172 0,047 
7 0,187 0,46 0,346 0,326 0,192 0,056 
8 0,162 0,46 0,365 0,349 0,207 0,069 
9 0,14 0,455 0,38 0,364 0,23 0,08 

10 0,112 0,45 0,402 0,387 0,26 0,096 
11 0,087 0,432 0,4 0,39 0,271 0,107 
12 0,07 0,414 0,4 0,392 0,288 0,119 
13 0,045 0,376 0,39 0,386 0,31 0,142 
14 0,034 0,327 0,369 0,37 0,329 0,17 
15 0,02 0,285 0,343 0,345 0,327 0,181 
16 0,014 0,25 0,32 0,327 0,332 0,195 
17 0,015 0,225 0,302 0,312 0,336 0,202 
18 0,012 0,179 0,275 0,285 0,337 0,225 
19 0,007 0,142 0,25 0,265 0,335 0,235 
20 0,008 0,135 0,246 0,264 0,341 0,25 
21 0,01 0,129 0,244 0,256 0,345 0,244 
 
На листе Total concentrations приводятся общие концентрации компонентов B1 (Cu2+), B2 

(En) и B3 (Ox2-) и активности компонента В4 (Н+) во всех изученных растворах 
(a(В4) ≡ a(H+) = 10-pH выделены красным цветом). Содержимое листа выделено жирным шриф-
том: 



Приложение .  Программа  CLINP 2.1  

 279

 
Номера независимых компонентов Вj Номера 

растворов 1 2 3 4 
1 0,01 0,1 0,1 6,17E-12 
2 0,01 0,1 0,1 5,25E-08 
3 0,01 0,1 0,1 7,24E-08 
4 0,01 0,1 0,1 1,20E-07 
5 0,01 0,1 0,1 1,41E-07 
6 0,01 0,1 0,1 1,86E-07 
7 0,01 0,1 0,1 2,19E-07 
8 0,01 0,1 0,1 2,75E-07 
9 0,01 0,1 0,1 3,39E-07 

10 0,01 0,1 0,1 4,27E-07 
11 0,01 0,1 0,1 5,50E-07 
12 0,01 0,1 0,1 6,46E-07 
13 0,01 0,1 0,1 8,32E-07 
14 0,01 0,1 0,1 1,26E-06 
15 0,01 0,1 0,1 1,55E-06 
16 0,01 0,1 0,1 1,91E-06 
17 0,01 0,1 0,1 2,45E-06 
18 0,01 0,1 0,1 3,16E-06 
19 0,01 0,1 0,1 5,13E-06 
20 0,01 0,1 0,1 6,31E-06 
21 0,01 0,1 0,1 7,59E-06 

 
На листе Weights записаны статистические веса измерений. При оценке среднего квадра-

тического отклонения величин светопоглощения s(A) = 0.0035 все веса одинаковы: 
wlk = 1 / (0.00352) = 8.16⋅104. 

На листе Intensity Factors приводятся факторы интенсивности реагентов (содержимое 
листа выделено жирным шрифтом, подлежащие расчету факторы интенсивности первых трех 
реагентов выделены красным цветом): 

 
Факторы интенсивности для аналитических позиций  Номер реагента в 

стехиометрической матрице 1 2 3 4 5 6 
1 0 0 0 0 0 0 
2 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 0 0 0 0 
4 0 0 0 0 0 0 
5 0 0 0 0 0 0 
6 0 0 0 0 0 0 
7 0 0 0 0 0 0 
8 0 0 0 0 0 0 
9 0 0 0 0 0 0 

10 0 0 0 0 0 0 
11 0 0 0 0 0 0 

 
Листы Volume Ratios и Phase Pointers остаются незаполненными. 
Значения рассчитанных параметров приведены в п. 9.6.4, полная информация о результа-

тах моделирования содержится на листе Results в файле Example1.xls. 
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2. Моделирование равновесий  по  данным  рН-метрического  титрования 
В титруемом водном растворе объемом v0 = 50 мл содержатся негидролизуемые ионы ме-

талла М в концентрации с0(М) = 0.01 моль/л и одноосновная кислота НА в концентрации 
с0(НА) = 0.02 моль/л (здесь и далее заряды опущены). Титрование выполнено раствором NaOH 
с концентрацией cx(NaOH) = 0.05 моль/л. В титруемый и титрующий растворы для поддержа-
ния постоянной ионной силы раствора добавлен сильный электролит NaNO3 в концентрации 0.1 
моль/л. В каждой точке кривой титрования измерено равновесное значение рН, погрешность 
измерений составляла ~0.05. Для обработки отобран содержащий 10 точек участок кривой тит-
рования с объемами титранта vk от 5 до 15 мл (4 < рН < 7). 

При формировании стехиометрической матрицы в качестве компонентов выбрали ионы 
водорода Н+, ионы металла М и кислоту НА. Известен логарифм константы диссоциации НА 
lg Ka = -5.1, расчету подлежат ступенчатые константы устойчивости комплексов МА и МА2: 
LK1(M + А = MA), LK2(MA + А = MA2). Стехиометрическая матрица представлена в табл. П.3. 

Таблица П.3. Сведения о реакциях и стехиометрическая матрица для примера 2 
Матрица ||νij||: 

стехиометрические 
коэффициенты при 

компонентах 

No Химическая 
форма 

Н+ 

(B1) 
М 

(B2) 
НА 
(B3) 

Реакция lg βi 

1 H+ 1 0 0 H+ = H+ 0 
2 M 0 1 0 M = M 0 
3 HA 0 0 1 HA = HA 0 
4 OH- -1 0 0 (H2O) - H+ = OH- -13.8 
5 A -1 0 1 -H+ + HA = A -5.1 
6 MA -1 1 1 -H+ + M + HA = MA -5.1 + LK1 
7 MA2 -2 1 2 -2 H+ + M + 2 HA = MA2 2×(-5.1) + LK1 + LK2 

 
Очевидно, что lg β6 = -5.1 + 1⋅LK1 + 0⋅LK2, lg β7 = -10.2 + 1⋅LK1 + 1⋅LK2, неменяемые вклады 
составляют: lg β6

0= -5.1; lgβ7
0= -10.2, матрица преобразования имеет вид: 

 ⎟⎟
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Поскольку измерения рН выполнены в растворах, где вклад [H+] и [OH-] в материальный 
баланс пренебрежимо мал, в качестве измеренного свойства А, аппроксимацию которого осу-
ществляет модель, выберем A = a(H+) = 10-pH, а относительную погрешность определения А 
примем равной sr(A) = 0.02, что соответствующую ошибке измерения рН ~0.05. Величины а(Н+) 
размещаем в столбце на листе Measured Properties. 

На листе Total Concentrations помещаем общие концентрации компонентов во всех экс-
периментальных точках. По условиям эксперимента общие концентрации компонентов в рас-
творах (tj)k (моль/л) после добавления очередной порции титранта находим по формуле 

 ( ) ( ) Nkvvvtvtt kkjxjkj ...,2,1,,)( 000 =+⋅+⋅= , (П.25) 

где v0 – исходный объем титруемого раствора, tj0 и tjх – общие концентрации компонентов в 
титруемом и титрующем растворах соответственно, vk – объем добавленного титранта. 

Как показал опыт общения с пользователями, некоторые трудности вызывает нахождение 
tj0 и tjх. Для их расчета следует воспользоваться условиями материального баланса в форме 
(П.14). Для титруемого раствора, используя стехиометрические коэффициенты при компонен-
тах и учитывая, что из реагентов в раствор вводили только ионы М и кислоту НА, имеем: 

t10 = t0(H+) =  
= ν11⋅c0(L1) + ν21⋅c0(L2) + ν31⋅c0(L3) + ν41⋅c0(L4) + ν51⋅c0(L5) + ν61⋅c0(L6) + ν71⋅c0(L7)= 
= 1⋅c0(H+) + 0⋅c0(M) + 0⋅c0(HA) + (-1)⋅c0(OH-) + (-1)⋅c0(A) + (-1)⋅c0(MA) + (-2)⋅c0(MA2) =  
= 1⋅0 + 0⋅0.01 + 0⋅0.02 + (-1)⋅0 + (-1)⋅0 + (-1)⋅0 + (-2)⋅0 = 0; 

t20 = t0(M) = 
= ν12⋅c0(L1) + ν22⋅c0(L2) + ν32⋅c0(L3) + ν42⋅c0(L4) + ν52⋅c0(L5) + ν62⋅c0(L6) + ν72⋅c0(L7) =  
= 0⋅c0(H+) + 1⋅c0(M) + 0⋅c0(HA) + 0⋅c0(OH-) + 0⋅c0(A) + 1⋅c0(MA) + 1⋅c0(MA2) =  
= 0⋅0 + 1⋅0.01 + 0⋅0.02 + 0⋅0 + 0⋅0 + 1⋅0 + 1⋅0 = 0.01; 
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t30 = t0(HA) =  
= ν13⋅c0(L1) + ν23⋅c0(L2) + ν33⋅c0(L3) + ν43⋅c0(L4) + ν53⋅c0(L5) + ν63⋅c0(L6) + ν73⋅c0(L7) =  
= 0⋅c0(H+) + 0⋅c0(M) + 1⋅c0(HA) + 0⋅c0(OH-) + 1⋅c0(A) + 1⋅c0(MA) + 2⋅c0(MA2) =  
= 0⋅0 + 0⋅0 + 1⋅0.02 + 0⋅0 + 0⋅0 + 1⋅0 + 2⋅0 = 0.02. 

 
В титрующем растворе общие концентрации компонентов находим, принимая во внимание, что 
из реагентов в раствор введены только ионы ОН-: 

t1x = tx(H+) =  
= ν11⋅cx(L1) + ν21⋅cx(L2) + ν31⋅cx(L3) + ν41⋅cx(L4) + ν51⋅cx(L5) + ν61⋅cx(L6) + ν71⋅cx(L7) = 
= 1⋅cx(H+) + 0⋅cx(M) + 0⋅cx(HA) + (-1)⋅cx(OH-) + (-1)⋅cx(A) + (-1)⋅cx(MA) + (-2)⋅cx(MA2) =  
= 1⋅0 + 0⋅0.01 + 0⋅0.02 + (-1)⋅0.05 + (-1)⋅0 + (-1)⋅0 + (-2)⋅0 = -0.05; 
 
t2x = tx(M) = 
= ν12⋅cx(L1) + ν22⋅cx(L2) + ν32⋅cx(L3) + ν42⋅cx(L4) + ν52⋅cx(L5) + ν62⋅cx(L6) + ν72⋅cx(L7) =  
= 0⋅cx(H+ ) + 1⋅cx(M) + 0⋅cx(HA) + 0⋅cx(OH-) + 0⋅cx(A) + 1⋅cx(MA) + 1⋅cx(MA2) =  
= 0⋅0 + 1⋅0 + 0⋅0 + 0⋅0 + 0⋅0 + 1⋅0 + 1⋅0 = 0; 
 
t3x = tx(HA) =  
= ν13⋅cx(L1) + ν23⋅cx(L2) + ν33⋅cx(L3) + ν43⋅cx(L4) + ν53⋅cx(L5) + ν63⋅cx(L6) + ν73⋅cx(L7) =  
= 0⋅cx(H+) + 0⋅cx(M) + 1⋅cx(HA) + 0⋅cx(OH-) + 1⋅cx(A) + 1⋅cx(MA) + 2⋅cx(MA2) =  
= 0⋅0 + 0⋅0 + 1⋅0 + 0⋅0 + 0⋅0 + 1⋅0 + 2⋅0 = 0. 
 

Таким образом, t10 = 0, t20 = 0.01, t30 = 0.02, t1x = -0.05, t2x = t3x = 0. 
Массив общих концентраций удобно готовить с помощью встроенных в программу Excel 

средств работы с формулами. 
На листе Weihgts располагается столбец статистических весов wk, рассчитанных в соот-

ветствии с моделью погрешностей экспериментальных данных как 
 wk = 1 / [Ak ⋅ sr(A)]2 = 1 / [0.02 ⋅ a(H+)k]2. (П.26) 

На листе Intensity Factors находится столбец факторов интенсивности реагентов. Для ио-
нов Н+ фактор интенсивности равен 1, для остальных реагентов – 0. 

Листы Volume Ratios и Phase Pointers не заполняются. 
Информация о результатах моделирования содержится на листе Results в файле Exam-

ple2.xls. 

3. Расчет констант  равновесия  по  данным  метода растворимости  
С относительной погрешностью 10 % измерена растворимость гидроксида меди(II) в за-

висимости от рН водных растворов. В последние для стабилизации коэффициентов активности 
был добавлен сильный электролит. Растворение обусловлено реакциями 

 Cu(OH)2↓ + H+ = CuOH+ + H2O, 
 Cu(OH)2↓ = Cu(OH)2,р-р, 

логарифмы констант равновесия которых соответственно LK1 и LK2 подлежали расчету.  Для 
выбора в качестве независимых компонентов реагентов Cu(OH)2,осадок  и H+ стехиометрическая 
матрица приведена в табл. П.4. 
 

Таблица П.4. Стехиометрическая матрица для примера 3 
Матрица ||νij||: 

стехиометрические 
коэффициенты при 

компонентах 

No Химическая 
форма 

Н+ (B1) Cu(OH)2,↓ (B2) 

Реакция lg βi 

1 H+ 1 0 H+ = H+ 0 
2 CuOH+ 1 1 H+ + Cu(OH)2↓ = CuOH+ + (H2O) LK1 = ? 
3 Cu(OH)2,р-р 0 1 Cu(OH)2↓ = Cu(OH)2,р-р LK2 = ? 

 
В данном примере неменяемые вклады lgβ2

0 =  lgβ3
0 = 0, а матрица преобразования Т яв-

ляется диагональной: 
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На листе Measured Properties записываем измеренные величины растворимости гидро-
ксида меди(II). На листе Total Concentrations располагаем сведения о составе системы. Для 
компонента В1 (Н+) измерены активности а(Н+) = 10-рН, активность компонента В2 (Cu(OH)2↓) – 
индивидуальной твердой фазы – равна 1 по определению. Следовательно, на листе формируют-
ся два столбца – один, состоящий из величин а(Н+) = 10-рН, и второй, состоящий из 1. Элементы 
обоих столбцов выделяются красным цветом. На листе Weights располагаются статистические 
веса wk, задаваемые как 
 wk = 1/ [sr(A) ⋅ Ak]2 = 1 / [0.1 ⋅ Ak]2, (П.27) 
где sr(A) = 0.10 – оценка среднего относительного квадратического отклонения А. 

Факторы интенсивности реагентов (лист Intensity Factors) записаны в столбце, состав-
ленном из коэффициентов, определяющих вклад равновесных концентраций реагентов в изме-
ряемое свойство: A = 0 ⋅ [H+] + 1⋅ [CuOH+] + 1 ⋅ [Cu(OH)2,р-р]. Таким образом, этот столбец 
имеет вид 

0 
1 
1 

 
Листы Volume Ratios и Phase Pointers не заполняются. 
Результаты расчетов прокомментированы в п. 11.4.1. Полная информация о результатах 

моделирования содержится на листе Results в файле Example3.xls. 

4. Моделирование сорбционных  равновесий 
В работе [117] изучена сорбция CoCl2 из растворов в диметилформамиде (ДМФА) (фаза 

I) на поверхности аэросила, химически модифицированного н-пропиламином (Q) (фаза II) при 
навесках сорбента (mII) 0.050, 0.100 и 0.200 г и постоянном объеме растворов VI = 0.025 л. 
Удельная концентрация привитых групп (cQ) составляла 0.58⋅10-3 моль/г сорбента. Варьировали 
количество вещества n0(CoCl2) в системе, моль, и измеряли содержание СоCl2 в растворах по-
сле сорбции, t[CoCl2], моль/л (табл. П.5). 

 
Таблица П.5. Изотерма сорбции CoCl2 химически модифицированным кремнеземом 

mII = 0.050 г mII = 0.100 г mII = 0.200 г 
n0(CoCl2),  
10-6 моль 

t[CoCl2],  
10-3 моль/л 

n0(CoCl2),  
10-6 моль 

t[CoCl2],  
10-3 моль/л 

n0(CoCl2),  
10-6 моль 

t[CoCl2],  
10-3 моль/л 

4.825 0.06 25.75 0.3 26 0.05 
24.125 0.8 51.5 1.1 52.25 0.7 
48.25 1.7 77 2.25 90 2.0 
72.25 2.6 102.75 3.2 186 5.7 
96.5 3.5 154.25 5.2 285 9.8 

2.575 0.02 205.5 7.2 392.5 13.9 
4.1 0.02 23.75 0.4 

10.275 0.15 26 0.4 
20.6 0.6 47.5 0.1 

35.75 1.2 95 3.1 
51.5 1.8 104.75 3.5 

77.25 2.8 142.5 4.8 
103 3.8 157 5.1 

154.5 5.9 190 6.2 

 

   209.5 7.3   
 
Предполагали образование на поверхности сорбента комплексов Co(II) состава CoCl2Q, 

CoCl2Q2 и CoCl2Q3. Для выбора в качестве независимых компонентов CoCl2 и Q стехиометриче-
ская матрица приведена в табл. П.6. 
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Таблица П.6. Стехиометрическая матрица для примера 4 
Матрица ||νij||: 

стехиометрические 
коэффициенты при 

компонентах 

No Химическая 
форма 

CoCl2 (B1) Q (B2) 

Реакция lg βi Фаза 

1 CoCl2 1 0 CoCl2
 = CoCl2 0 I 

2 Q 0 1 Q = Q 0 II 
3 CoCl2Q 1 1 CoCl2 +Q = CoCl2Q LK1 = ? II 
4 CoCl2Q2 1 2 CoCl2 +2 Q =  CoCl2Q2 LK2 = ? II 
5 CoCl2Q3 1 3 CoCl2 +3 Q =  CoCl2Q3 LK3 = ? II 

 
При искомых параметрах – логарифмах общих констант устойчивости комплексов на по-

верхности сорбента 

LK1 = lg K(CoCl2 +Q = CoCl2Q) = 
{Q}][CoCl
Q}{CoCllg

2

2
⋅

. 

LK2 = lg K(CoCl2 +2 Q = CoCl2Q2) = 2
2

22

{Q}][CoCl
}Q{CoCl lg

⋅
. 

LK3 = lg K(CoCl2 +3 Q = CoCl2Q3) = ,
3

2

32

{Q}][CoCl

}Q{CoCl
 lg

⋅
 

где [CoCl2] – равновесная концентрация CoCl2 в ДМФА, моль/л, величины в фигурных скоб-
ках – равновесные концентрации реагентов на поверхности, моль/г, неменяемые вклады lg β3

0 = 
lg β4

0 = lg β5
0 = 0, матрица преобразования Т является диагональной: 

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
010
001

T . 

Если в качестве величины, аппроксимируемой моделью, выбраны t[CoCl2], подготовка дан-
ных для расчетов не представляет никаких сложностей. Не слишком трудна подготовка данных 
и в случае, если предполагается аппроксимировать моделью равновесную концентрацию CoCl2 
на поверхности сорбента t{CoCl2}, моль/г. В этом случае в качестве свойства А программе сле-
дует передать величины 

 
I

II
}{CoCl2 V

mtA ⋅= . (П.28) 

Найти t{CoCl2} легко, учитывая условия материального баланса CoCl2: 
 n0(CoCl2) = t[CoCl2]⋅VI + t{CoCl2}⋅mII. (П.29) 
Из уравнения (П.29) следует, что 
 t{CoCl2} = (n0(CoCl2) - t[CoCl2]⋅VI) / mII, (П.30) 
а величина свойства, аппроксимируемого моделью 
 А = (n0(CoCl2) - t[CoCl2]⋅VI) / VI. (П.31) 
Эти величины и располагают в столбце на листе Measured Properties. 

На листе Total Concentrations заполняют два столбца. В первом записывают общие кон-
центрации компонента В1 (CoCl2), пересчитанные на объем фазы I: 
 t1 = t(CoCl2) = n0(CoCl2) / VI, (П.32) 
во втором – пересчитанные на объем фазы I общие концентрации компонента В2 (Q): 
 t2 = t(Q) = cQ ⋅ mII / VI. (П.33) 

На листе Weights расположен столбец статистических весов wk=1/[sr(A)⋅Ak]2. 

На листе Volume Ratios находится столбец, состоящий из величин mII /VI. Заполнение ос-
тальных листов следующее: 
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Intensity Factors Phase Pointers 

0 1 
0 2 
1 2 
1 2 
1 2 

Интерпретация результатов расчетов 
Для обработки данных применили алгоритм модифицированного метода Ньютона, задав 

величину процента грубых выбросов δ  = 0 %. Статистические веса назначили при оценке 
sr(A) = 0.25. Начальными приближениями были: LK1

0 = 0, LK2
0 = 12, LK3

0 = 24. Программа пре-
кратила итерации по достижении граничного значения нормы градиента и пришла к значениям 
параметров LK1 = 1.95 (0.018), LK2 = -3.11 (3⋅108), LK3 = 10.19 (0.045) (в скобках приведены 
дисперсии). Очевидно, что параметр LK2 определить по имеющимся данным невозможно. К 
такому же выводу приводит анализ результатов сингулярного разложения матрицы Якоби J: 
отношения сингулярных чисел 

κ1 : κ2 : κ3 = 11.77 : 3.87 : 5.39⋅10-10 = 2.2⋅1010 : 7.2⋅109 : 1 
показывают, что матрица J неполного ранга. Судя по элементам столбца матрицы V, соответст-
вующего малому сингулярному числу,  

-5,3E-10 
1 

-2,3E-10 
минимизируемая функция нечувствительна к параметру LK2. Причину избыточности модели 
проясняет анализ рассчитанных равновесных концентраций: во всех точках зависимости со-
став – свойство выход комплекса CoCl2Q2 на много порядков меньше погрешности свойства А и 
общих концентраций компонентов. 

Значения статистик, используемых при проверке адекватности, позволяют считать мо-
дель адекватной эксперименту: 98.02

0 =s , χ2
эксп = 31.5 < )05.0(2

32=χ f  = 46.2, 23.0=∆ , 81.0~
=∆ . 

Полная информация о результатах моделирования содержится на листе Results в файле 
Example4.xls. 
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